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Resumo

Neste artigo, compartilhamos os resultados preliminares de uma pesquisa de mestrado em andamento, cujo
foco esta na exploragdo do ensino e aprendizado de Equagdes Diferenciais Ordinarias em uma turma de
Engenharia Mecanica. Utilizando a Analise de Contetido como metodologia, nosso estudo visa discutir a
compreensao de modelos classicos nesse campo. O objetivo central da atividade foi analisar o modelo que rege
o movimento de um péndulo simples através da perspectiva da Analise de Modelos, destacando a evidéncias
do Pensamento Matematico Avangado por parte dos estudantes, em especial os processos de Representagao.
Iniciamos com uma situag¢ao-problema que instigou os alunos a abordarem diversos tdpicos relacionados a
Analise de Modelos. Esses topicos foram explorados com base em simulagdes prévias, apoiadas por
tecnologias digitais. O foco principal reside na investigacdo do processo de Representagdo adotado pelos
alunos ao analisar o modelo classico do péndulo simples, utilizando ferramentas tecnoldgicas como o Tracker
e o Geogebra. Os resultados dessa analise destacam potencialidades proporcionadas pelo uso dessas
tecnologias digitais no contexto educacional, ressaltando suas contribuigdes para a compreensao aprofundada
dos conceitos matematicos em questao.

Palavras-chave: Andlise de Modelos. Pensamento Matematico Avangado. Equagdes Diferenciais

Ordinarias.
Introducio

Sob uma perspectiva teodrica, ¢ amplamente reconhecido por meio de inumeras pesquisas
que o ensino e a aprendizagem da Matematica desempenham um papel fundamental em todas as fases
da educacdo. Esse reconhecimento impulsiona a busca constante por aprimorar 0 Processo
educacional, especialmente no contexto das Equagdes Diferenciais. A evolugdo tecnologica
intensificou ainda mais a importancia de direcionar o foco para os topicos abordados, facilitando a

compreensao das técnicas de resolucdo e a percep¢ao do modo como essas técnicas contribuem para
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a construg¢do do conhecimento. Isso se torna particularmente relevante ao considerarmos a aplicagao

pratica desses conceitos nas areas de Ciéncias e Engenharias.

Nesse contexto, a utilizagdo de tecnologias assume um papel crucial ao permitir que tanto
professores quanto estudantes compreendam, explorem e aprofundem o conteudo programatico
associado a uma determinada disciplina, em especial no contexto do ensino superior. Isso se traduz
em uma abordagem mais abrangente e eficaz, que possibilita uma compreensdo mais sélida dos
conceitos matematicos e suas aplicagdes praticas. Ao empregar as tecnologias de forma estratégica,
tanto professores quanto alunos podem explorar os aspectos tedricos de maneira mais envolvente e
aplicar esses conhecimentos na solu¢do de problemas do mundo real, contribuindo para a formacao

de profissionais qualificados nas areas de Ciéncias e Engenharias.

O curriculo do curso de Engenharia Mecanica tem como meta proporcionar aos alunos o
dominio das técnicas de resolugdo de equagdes diferenciais, focando sua aplicacdo na solugdo de
problemas praticos. Nesse sentido, merece destaque a exploracdo de um péndulo, que consiste em
uma massa suspensa por um fio, ligado a um ponto fixo em uma superficie. Esse arranjo possibilita
a massa a liberdade de movimento, sujeita as leis da gravidade. Dentro do escopo da diversidade de
tipos de péndulos, este artigo se concentra na analise do péndulo simples, caracterizado pelo
movimento linear da massa. A aplicagdo pratica desse conhecimento se torna especialmente
relevante, uma vez que o péndulo simples ¢ um exemplo concreto de um sistema fisico que pode ser

encontrado em varias situacdes na Engenharia e nas Ciéncias.

O estudo inicial se concentrou na analise do péndulo simples, visando modelar sua equagao e
compreender seu comportamento por meio de testes e simulagdes. A abordagem adotou a Anélise de
Modelos e explorou o Pensamento Matematico Avancado dos alunos. Com a analise de dados
compreendidos por registros escritos dos estudantes, buscamos o que se pode evidenciar do PMA
quanto ao processo de representagdo de um grupo de alunos ao realizarem a analise de um modelo

apoiado por tecnologias digitais.

As seg¢oes a seguir apresentam: o referencial teorico sobre Modelagem Matematica, Modelos
e uso de Tecnologias Digitais, Analise de Modelos e uso de Tecnologias Digitais, Pensamento
Matematico Avangado, Aspectos Metodologicos, Descrigao e Analise da Atividade desenvolvida e

Consideracdes Finais, com reflexdes dos autores, evidenciando os recursos tecnologicos utilizados.
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Modelagem Matematica, Analise de Modelos e uso de Tecnologias Digitais

E evidente, diante de diversos estudos, como a Matematica € desenvolvida de variadas
maneiras, considerando os diferentes sujeitos € o contexto em que eles estdo inseridos na sociedade

e como ela influencia o avango da mesma.

A Modelagem Matematica tem um importante papel na busca por compreender a realidade
com uma proposta investigativa, baseada em analises realizadas por parte do sujeito, tal como

constitui-se como sendo uma importante base para formulacdo de conceitos matematicos.

Diante disto, Biembengut e Hein (2011), discorrem sobre como os sujeitos se baseiam na
constru¢do de modelos, com objetivo de aumentar sua compreensao sobre determinado tema, levando
em conta as limitacdes de cada sujeito e dos fenomenos investigados. Mais especificamente,
Biembengut (1999, p. 20) destaca que, “um modelo ¢ um conjunto de simbolos e relagdes
matematicas que traduzem, de alguma forma, um fendmeno em questdo”, o que enfatiza o sentido de
representacao do real para o conceito que envolve o modelo. Isto porque para ela, o modelo ¢ tratado

como sendo posterior ao ato de conhecer.

Quanto ao uso de tecnologias digitais envolvendo Modelagem Matematica, Almeida, Silva e
Vertuan (2012) destacam como justificativas que a tecnologia:

a) possibilita lidar com situa¢des-problema mais complexas e fazer uso de dados
reais, ainda que estes sejam em grande quantidade ou assumam valores muito
grandes; b) permite que maior parte dos esfor¢os se concentre nas agdes cognitivas
associadas ao desenvolvimento da atividade de modelagem, considerando que a
realizacdo de calculos, aproximacgdes e representacdes graficas ¢ mediada pelo uso
do computador; ¢) possibilita lidar com situagdes-problema por meio de simulagdes

numéricas ou graficas, variando a parametros nas representacdes graficas e (ou)
algébricas (ALMEIDA; SILVA; VERTUAN, 2012, p. 31- 32).

A fim de compreender possiveis relagdes entre o uso de tecnologias digitais e a aprendizagem
dos sujeitos, Borssoi (2013), investigou como os estudantes podem desenvolver uma aprendizagem
significativa a partir de atividades que fazem uso de Modelagem Matematica e recursos tecnologicos,
de modo que o uso desta ultima se faz presente no decorrer de processos que circundam o ensino e a
aprendizagem. Enfatiza, ainda, a eficacia do uso de tecnologias em sala de aula e a maneira como o
encaminhamento metodoldgico proposto pelo professor pode implicar em diversas vantagens que

auxiliam no processo de construgdo da aprendizagem de conceitos e ideias.

Em sua pesquisa, Borssoi (2013, p. 152) considera que “oferecer um ambiente, desde as aulas,

que disponha de tais recursos, bem como propor atividades que provoquem os alunos a lancar mao
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da tecnologia, pode promover a motivagao ao uso” e, que as atividades de Modelagem Matematica,

em especial, parecem provocar os alunos a buscar tais recursos.

Na literatura, ha o entendimento de alguns autores, como Javaroni e Soares (2012), de que tao
importante quanto a constru¢do de modelos matematicos para resolver problemas da realidade ¢ a
analise e exploracdo de modelos mateméticos classicos. Assim, consideramos a Modelagem

Matematica, na perspectiva da Analise de Modelos.

Esta perspectiva ¢ considerada como uma abordagem que possui caracteristicas proprias e que
podem ser trabalhadas e desenvolvidas simultaneamente ou de modo complementar ao processo de
Modelagem Matematica. Segundo Javaroni e Soares (2012) a Analise de Modelos existentes requer
perpassar as etapas: 1) estudo do fendmeno; ii) estudo das hipoteses consideradas para a elaboragao
do modelo; iii) entendimento do que cada termo do modelo diz sobre o fendmeno; iv) estudo do
comportamento da(s) solugdo(des) do modelo, relacionando este comportamento com o fendémeno e
com as hipdteses consideradas; v) estudo da influéncia dos parametros do modelo no comportamento
de sua(s) solugao(des), o que permite fazer previsdes e analisar a influéncia de possiveis intervengdes

no fendomeno; vi) andlise das limitagdes do modelo.

Ainda com base nas autoras, o uso de tecnologias digitais no processo de analise de modelos
matematicos € essencial, uma vez que eles podem auxiliar positivamente a analise, tornando mais real
e fiel, de modo a propiciar uma andlise critica do modelo como uma estratégia pedagogica,
possibilitando a observagdo e compreensdo do comportamento de equacdes € o estudo de variados

fendmenos.

Pensamento Matematico Avancado

Diante dos diversos autores que trabalham com o Pensamento Matematico Avancgado,
podemos evidenciar: Dreyfus (1991) e Tall (1991). Dado que suas ideias coincidem em afirmar que
o PMA permeia a aprendizagem de variadas defini¢des matematicas complexas que tendem a surgir
nos diferentes niveis escolares. Mas, para os autores, se tornam mais evidentes nos anos finais do
Ensino Médio e ao longo do Ensino Superior.

A pratica do professor de matematica quanto aos processos que envolvem PMA, segundo
Dreyfus (1991), ¢ importante para que ele compreenda as dificuldades de seus alunos, tal como
visualizar os indicios que se referem as fases deste tipo de pensamento. Isto esta ligado a reflexdo do
professor sobre seu saber, o que propicia a criacdo de contextos propicios para o desenvolvimento

dos processos de pensamento avangado. Ele ainda afirma que a compreensdo de situacdes
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matematicas complexas envolve dois processos em especial: o de representacdo e o de abstragdo, no
qual o estudante tende a permear de um nivel de detalhe e observagdo a outros, de modo dialético e
indissociavel.

Portanto, para Dreyfus (2002), o PMA pode ser entendido como sendo uma série de processos
de representagdes, visualizagdes, generalizagdes etc., cujo objetivo ¢ classificar, conjecturar, induzir,
analisar, sintetizar, abstrair ou formalizar determinado pensamento acerca do contetido desenvolvido.
Em especial, ¢ focado em conceitos de abstracdo e generalizacdo, que se subdividem em
representacao (de 1 a 5) e abstragdo (de 6 e 7), conforme segue:

1. Simbolica: manifestar um objeto ou processo matematico por meio de simbolos, notagao ou
de outra forma; utilizar simbolos como se fossem objetos mentais.

2. Mental: representar como vemos um objeto ou processo matematico, juntamente com a
utilizacao de suas propriedades; sintetizar ou resumir os conhecimentos para o pequeno foco
de ateng¢do, para um objeto mental.

3. Visualizagdo: utilizar uma imagem, como forma de representa¢do mental.

4. Mudanga de representacdes e alternancias entre elas: ter varias representagdes de um mesmo
conceito e saber utiliza-las em conjunto e, se necessario, mudar para uma representacao mais
eficiente (auto regulagdo); basicamente, se refere a utilizar os processos de representacdo em
um problema aplicado.

5. Modelagao: formular uma estrutura ou teoria matematica que tenham as caracteristicas de um
objeto ou situacao fisica, obtendo um modelo, que pode ser considerado como uma estrutura
mental.

6. Generalizagdo: se refere a derivar ou induzir a partir de informagdes, cujo intuito ¢ identificar
pontos em comum e expandir dominios de validade.

7. Sintetiza¢do: compor partes de tal modo a formar um todo.

De modo geral, o processo de representar ¢ aquele que gera um exemplo, uma imagem, uma
no¢ao sobre o que esté se estudando e observando, estd presente em registros escritos, desenhos, falas,
gestos ou indicios de pensamentos que caracterizam essas especificagdes. Enquanto o processo de
abstrair esta relacionado com os subprocessos de generalizar e sintetizar; para o caso do primeiro
(generalizar), espera-se que o sujeito consiga induzir do particular, identificando particularidades e
expandindo dominios de validade, e para o segundo (sintetizar), o intuito € que o sujeito possa
combinar ou compor partes com objetivo de formar um todo, um objeto matematico, de tal maneira

que ambos os processos sao indissociaveis.
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Dreyfus (2002) considera que o PMA ¢ atingido ap6s uma diversidade de processos
interagirem entre si € vai muito além de provas e dedugdes, pois envolve um processo criativo, o que
evidencia que a aprendizagem e construcao de significados e conceitos acontecem quando o estudante
desenvolve a capacidade de construir significados, refletir sobre definigdes, construir um objeto
abstrato e compor uma entidade final. Considerando estes referenciais, passamos aos aspectos

metodoldgicos da pesquisa em desenvolvimento.

Aspectos Metodologicos

A pesquisa tem como contexto educacional investigado a disciplina de Equacdes Diferenciais
Ordinarias para turmas de Engenharia Mecanica. Os dados para este artigo sdo da turma do primeiro
semestre letivo de 2023, com 45 alunos matriculados. A atividade a que nos referimos se desenvolveu
como Modelagem Matemadtica com énfase na andlise do modelo do movimento de um péndulo
simples.

A atividade foi planejada pelas duas primeiras autoras: a primeira participou durante seu
estagio de docéncia, e a segunda como professora da turma. O desenvolvimento da atividade se deu
com os alunos organizados em 10 grupos, de 3 ou 4 integrantes, durante dois encontros de 100
minutos. Os dados em que nos apoiaremos na andlise sdo registros escritos produzidos pelos alunos,
em especial nos constantes no relatorio final dos grupos. A pesquisa se inspira na Analise de Contetudo
como metodologia, uma estratégia de andlise constituida de um conjunto de técnicas que sdo
utilizadas em analise de dados qualitativos (BARDIN, 2011).

Segundo Bardin (2011), o foco da andlise (que compreende: 1) pré-andlise; ii) exploracdo do
material, categorizagdo ou codificagdo; iii) tratamento dos resultados, inferéncias e interpretacio) ¢
qualificar as vivéncias do sujeito, bem como suas percepcdes sobre determinado objeto e seus
fenomenos (em nossa pesquisa se referem a compreensdo do modelo que rege o movimento do
péndulo simples). Além disso, a andlise de conteido também pode ser utilizada para o
aprofundamento de estudos quantitativos - o que ¢ de interesse da primeira autora, em um estudo
mais abrangente referente a dissertagado - e, portanto, tem uma visao matematica dessa abordagem.

Considerando que o trabalho de analise da pesquisa mais ampla, no mestrado, estd em fase
inicial, trazemos neste artigo dados do Grupo A, buscando o que se pode evidenciar do PMA quanto
ao processo de representagdo de um grupo de alunos ao realizarem a andlise de um modelo apoiado

por tecnologias digitais.
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Descricdo e Analise da Atividade
O desenvolvimento da atividade se deu orientado pelos preceitos sobre Modelagem
Matematica e Analise de Modelos, conforme indicado na Figura 1, a seguir:

Figura 1 - Informagoes disponibilizadas no Moodle para o desenvolvimento da atividade

Objetivo: realizar a andlise do modelo da equagéo diferencial que descreve o movimento do Péndulo Na Figura, a "esfera” acoplada ao fio, préxima ao piso, tem diametro de 13,imm e a

Simples. distancia entre os dois pedacos de fita preta, entre os quais estd o péndulo, é de 24cm.

A Anélise de Modelos requer que os seguintes aspectos sejam evidenciados:

i) estudo do fendmeno em questao;

ii) estudo das hipéteses consideradas para a elaboragdo do modelo;

iii) entendimento do que cada termo do modelo diz sobre o fenémeno;

iv) estudo do comportamento da(s) solugdo(6es) do modelo, relacionando este comportamento com o
fendmeno e com as hipéteses consideradas;

v) estudo da influéncia dos parémetros do modelo no comportamento de sua(s) solugéo(Ges), o que permite
fazer previsdes e analisar a influéncia de possiveis intervengées no fenémeno;

vi) anélise das limitagdes do modelo.

Para isso, € desejavel que vocés realizem a Modelagem Matematica a partir de dados experimentais, 0 que

permite comparar os resultados do modelo teérico com os obtidos experimentalmente. Assim, disponibilizamos a

gravagao do experimento realizado com dois comprimentos de fio para quatro &ngulos diferentes, como I - v — /
apresentado no Quadro 1. - 1- [ i}

Quadro 1: Link para os videos do experimento com Péndulo Simples > l ’

angulo 1 angulo 2 angulo 3 angulo 4
Compr. do fio
2,5° 5,0° 7.5° 10,0°
Fio 1: 1720mm fio1_angulo1 fio1_angulo2 fio1_angulo3 fio1_angulo4
Fio 2: 1549mm fio2_angulo1 fio2_angulo2 fio2_angulo3 fio2_angulo4

Fonte: arquivos da pesquisa

Os estudantes ja conheciam e tinham trabalhado com expressdes como: modelagem
matematica e modelo matematico, dado que ja haviam desenvolvido outras atividades que seguiam
essa mesma perspectiva. Os estudantes também ja haviam tido contato com a problematica em
questdao na aula de Fisica, na qual realizaram um experimento de laboratdrio, coletaram dados e os
analisaram com o intuito de compreender o movimento harmodnico e estimar parametros como o valor
da gravidade no laboratorio de Fisica e o periodo do péndulo, no entanto, sem a abordagem de EDO.

Foi enfatizado, em um primeiro momento, que era necessario que eles realizassem a
Modelagem Matematica a partir de dados experimentais, para que fosse possivel que eles
comparassem o modelo tedrico com aquele obtido experimentalmente. Para tal, foram
disponibilizadas gravagdes do experimento realizado por todos os autores do artigo, com dois
comprimentos de fio e quatro angulos diferentes (Figura 1).

Na primeira ocasido, a abordagem nao foi diretamente por meio de EDO, dado que eles
poderiam realizar o estudo a partir da compreensao do movimento harmonico simples que ocorre
devido a conservacao da energia mecanica. O movimento peridodico e oscilatorio tem diversas
aplicagdes nos campos da engenharia e suas areas técnicas, logo, o péndulo simples ¢ um exemplo de

oscilador, tanto quanto as oscilagdes amortecidas e forcadas. Segundo Zill e Cullen (2001, p. 16):
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Qualquer objeto pendurado em movimento pendular ¢ chamado péndulo fisico. O
péndulo simples ¢ um caso especial de péndulo fisico e consiste em uma haste com
uma massa atada em uma das extremidades. Para descrever o movimento de um
péndulo simples, desprezamos qualquer for¢a exterior de amortecimento agido sobre
o sistema (tal como a resisténcia do ar).

A partir dai, os estudantes voltaram-se a compreender a modelagem que resulta na equagao
do movimento do péndulo, encontrando sua solugdo e realizando analise do modelo a partir de dados
reais. Para isso, eles foram orientados a buscar fundamenta¢do na literatura, bem como nos
conhecimentos prévios das aulas de Fisica e EDO.

Em um primeiro momento, considerando a Anélise de Modelos e suas etapas, dado o objetivo
de que os estudantes compreendessem a equagao que rege os movimentos de um péndulo simples foi
possivel observar que, pode haver limitacdes desse modelo e também que ha distintos modelos para
uma mesma situacdo. Assim como, considerando o papel das hipdteses para se obter diferentes
questdes de um mesmo fendomeno, foi realizada uma videoanalise com o intuito de comparar dados
obtidos. Podemos ressaltar entdo que os estudantes realizaram o estudo do fenomeno em questao.

Na mesma linha de pensamento, era esperado que eles investigassem a influéncia de
parametros, compreendendo o modelo matematico, e observando como era possivel adapté-lo
conforme as condigdes do ambiente, como por exemplo o valor da aceleracdo da gravidade no
laboratorio em que os dados foram coletados e as consequéncias devido a alteragdo no comprimento
do fio.

No relatorio, o Grupo A apresentou a exploragdo de conceitos relacionados ao péndulo
simples: abordaram sobre o conceito de torque, comparando-o com a Segunda Lei de Newton e a

partir de entdo o momento de inércia, a massa do eixo de rotacdo e a aceleragdo angular, deduzindo
- n . . a6 g
entdo o modelo para um péndulo simples, baseados na literatura =17 sen(f) =0.

Discorrendo sobre, eles observaram que a primeira derivada em relacao ao tempo representa
a velocidade angular, enquanto a segunda derivada representa a aceleragao angular e entdo a resolucao
da equacdo obtida utiliza conceitos aprendidos na disciplina de EDO, dando inicio ao estudo das
hipoteses consideradas para a elaboragdo do modelo.

Neste momento, o grupo apresentou um subtopico denominado “resultado” (Figura 2),

concluindo que, dada a equagao descrita como (11), foi obtido:

Figura 2 - Resultado obtido pelos alunos
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a0 _
L3 =— ({)Send (1)

Para a resolugdo dessa equagdo, serdo utilizados conceitos aprendidos
durante a disciplina de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO).

RESULTADOS

A EDO presente na equagédo 11 € de segunda ordem e no linear. A fim de
resolvé-la, toma-se o conceito de linearizagéo. Para isso, assume-se os valores de 6
como pequenos, pequenos o suficiente para que a aproximagéo do seno de theta
seja aproximadamente theta. Dessa forma, a equagéo 11 € simplificada.

L= e (12)

Assim, encontra-se uma equagdo de segunda ordem e homogénea. Agora,
escreve-se a EDO na forma carateristica.

P+L=o (13)

Fonte: relatorio do Grupo A

Ainda, foi possivel evidenciar o que se refere ao entendimento do que cada termo do modelo
diz sobre o fendmeno, isto porque eles encontraram parametros que os levaram para a solugdo na

forma geral na equagao (14) da Figura 3.

Figura 3 - Parametros encontrados

Encontrando A = 1[— % er =- Af- % nota-se que a solugdo geral sera

composta por nimeros complexos. Realizando algumas manipulagdes algébricas na
férmula de Euler, e aplicando os valores encontrados A, chega-se a uma solugdo

geral na forma real.

8(t) = K Cos(\[£t) + K Sen(y[£t) (14)

Fonte: relatério do Grupo A

A partir de entdo, foi iniciado o estudo do comportamento da(s) solugao(des) do modelo,
relacionando este comportamento com o fendmeno e com as hipoéteses consideradas para o
comprimento e angulagdo, realizando o estudo de um PVI (Problema de Valor Inicial), a fim de
encontrar constantes. Juntamente com este topico, os alunos iniciaram estudo da influéncia dos
parametros do modelo no comportamento de sua(s) solucao(des), o que permite fazer previsoes e
analisar a influéncia de possiveis interven¢des no fendomeno. Considerando os videos que foram
disponibilizados a eles, que tinha como intuito auxiliar na realiza¢do da simulagdo, eles obtiveram
valores para as tais constantes e aplicaram-nos na solugdo particular e depois realizaram a validagao

no software Geogebra, descrevendo as funcgdes descritas na Figura 4 (a e b) como expressoes (15) e

(16):

Figura 4 - Constantes de integragdo obtidas e representacdo grafica das solucdes
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(a) (b)

Com esse problema de valor inicial, encontra-se que K =25ek,=0.

Aplicando esses valores na equagao 14, finaliza-se com a solugao particular.
6(t) = 2,5 Cos(7,951¢t) (15)

Por este mesmo processo, trocando somente o valor do angulo e do

b 2 )
comprimento do fio para 5,0° e 0,1720 m respectivamente, encontra-se uma outra

solugéo particular.

8(t) = 5,0 Cos(7,546t) (16) H

Foi realizado com o software GeoGebra os graficos para as fungdes descritas
nas equagdes 15 e 16. Fonte: Autoria Prépria (2023)

Figura 3 - Comportamento do grafico a partir da equagao 15.

Fonte: Autoria Propria (2023)

Fonte: relatorio do Grupo A

Considerando os aspectos da Analise de Modelos, os estudantes utilizaram dos videos
divulgados pelas professoras e realizaram a videoanalise e obtiveram a andlise das limitagdes do
modelo, explicando como o software funciona e a andlise referente ao eixo x e y pelo tempo.
Finalizando a compreensao e analise do modelo, considerando e evidenciando suas limita¢des, como
o fato do modelo obtido mostrar que o tempo da oscilagdo do péndulo simples ndo depende,
necessariamente, da massa do objeto que se encontra a oscilar. E, para tal, ¢ necessario considerar
que a oscilagdo ocorre apenas em angulos pequenos, de maneira que o seno do angulo 6 seja muito
préoximo ao proprio valor de 6, em graus, o que implica na simplificagdo realizada ao linearizar a
EDO (11), chegando na EDO (12) da Figura 2, o que foi possivel concluir apds uma analise realizada
no Tracker.

O Tracker ¢ um software livre que pode ser executado em qualquer sistema operacional, desde
que ele tenha o programa Java, em que ¢ utilizado para coleta de dados referentes a sistemas fisicos,
por meio da videoanalise. O procedimento requer que o usuario realize a filmagem do fenomeno
fisico em que deseja estudar e o carregue no software e este se encarrega de registrar os dados e plotar

gréficos relativos ao video, além de oferecer ferramentas para realizar sua analise detalhada.

Figura 5 - Analise realizada no Tracker
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O software entdo analisa 0 movimento do ponto de massa em todos os
quadros selecionados do video, fornecendo um gréfico da posigao no eixo Y por
tempo.

Figura 6 - Andlise do eixo Y pelo tempo.

x10° pendulo (t, y)

T T T

y (m)
o

0 1 2 3 4 0 6 7
t(s)
Fonte: Autoria Prépria (2023)
Para evidenciar o angulo do fio do péndulo, rotaciona-se o eixo X do ponto
de referéncia de modo que ele fique vertical, e modifica-se os parametros do
grafico apresentado.

Figura 6 - Andlise do eixo X pelo tempo.

pendulo (t, 8)
8,82E1
50

o 0
-50

| [v] Auto

0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Autoria Propria (2023)

Denota-se entdo uma semelhanga entre a Figura (3) e a Figura (6),
indicando que o modelo encontrado pelo método de resolugdo de EDO esta
coerente com o modelo obtido pela video andlise.

Fonte: relatorio do Grupo A

De modo geral, quanto ao Pensamento Matematico Avangado, ¢ possivel enfatizar que o
Grupo A apresentou evidéncias referentes a representagao Simbolica, ao expressarem através de
equagdes matematicas, 0 movimento que rege um péndulo simples, realizando o estudo dos elementos
que compdem o modelo até a obteng¢ao final dele. A partir de entdo, um estudo acerca das equagdes
e conceitos levaram a representacdo Mental, o que ¢ garantido por Dreyfus (2002) quando aborda tais
evidéncias.

O uso de figuras para representacao do movimento pendular, pode evidenciar o processo de
Visualizagdo. Mas, vale ressaltar que, foi realizada a utilizagdo da mudanca de representagdes e
alternancias para compreensao do modelo, isto porque eles obtiveram, a partir de um problema inicial,
meios para se chegar em uma EDO que representava o movimento de um péndulo simples. Portanto,
realizaram o processo de Modelacao, no qual eles descrevem a equagdo coerente e explicita, seja ela
no caso geral ou particular.

Portanto, em sintese, evidenciamos nos registros do relatdrio do Grupo A os seguintes indicios

quanto ao processo de representacao, descritos na se¢ao tedrica:
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Quadro 1 - Processo de Representagdo referente a analise da atividade



NG ' EPTEM
®

Encontro Paranaense de Tecnologia na Educa¢do Matematica
Unespar de Apucarana, 26 a 28 de outubro de 2023

REPRESENTACOES | DESCRICAO EVIDENCIAS (a partir de recorte do relatério do

grupo)

Simbolica Momento em que o No péndulo simples, a oscilagdo ocorre com base nas forgas peso e trag&o.
grupo conse guiu Decompondo a forga peso nos eixos x e y, adquire a seguinte figura e equagdes.
manipular os simbolos Figura 2 - Decomposigao de Forcas no Diagrama de corpo livre.
como se fossem
objetos mentais; )

T
p W R
»
AN
|
P
Fonte: Mundo Educacgéo (2023)
Px = PSenb (6)
Py = PCos@ (7)
Mental Quando eles | 42— (Lyseno 1)
conseguiram . A A
Para a resolugdo dessa equagdo, serdo utilizados conceitos aprendidos
representar 08 durante a disciplina de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO).
Processos matematicos
. RESULTADOS
seguindo suas
propriedadeS' A EDO presente na equagdo 11 é de segunda ordem e néo linear. A fim de
’ resolvé-la, toma-se o conceito de linearizagéo. Para isso, assume-se os valores de 6
como pequenos, pequenos o suficiente para que a aproximagdo do seno de theta
seja aproximadamente theta. Dessa forma, a equagdo 11 é simplificada.
L =— e (12)
Visualizac;ﬁo Utilizaram imagens Foi realizado com o software GeoGebra os gréficos para as fungdes descritas
para realizar | nasequagoes 15 e 16.
representag:()es; Figura 3 - Comportamento do grafico a partir da equagao 15.

Fonte: Autoria Prépria (2023)
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Mudanga de Conseguiram fazer Além da anslise através da resolugdo da EDO, foi realizado uma video
representag:()es mais de uma inferéncia analise para uma condigdo, L= 0,1549 m e 6=2,5°. Apds inserir o video no software,
e altemﬁncias acerca d o mesmo definiu-se uma medida de referéncia no video. Sabendo que a distancia entre as
t 1 d 1 . duas fitas é de 24cm, utiliza-se a ferramenta bastdo de medi¢ao (linha azul) para
cntre clas modelo, evidenciar essa distancia. Em seguida foi definido um eixo de coordenadas como
referencial (linha roxa) e um ponto de massa que sera objeto de analise do software.
Figura 5 - Anélise pelo Tracker.
0 VLU
®
e
o
Fonte: Autoria prépria (2023)
Modelagﬁo Obtiveram um modelo, Com esse problema de valor inicial, encontra-se que K, = 2,5 e K, = 0.
que pode ser Aplicando esses valores na equagao 14, finaliza-se com a solug&o particular.
considerado como uma | ¢ = 2.5 cos(z, 9510) (15)
estrutura mental;

Por este mesmo processo, trocando somente o valor do angulo e do
comprimento do fio para 5,0° e 0,1720 m respectivamente, encontra-se uma outra
solugdo particular.

0(t) = 5,0 Cos(7, 546t) (16)

Foi realizado com o software GeoGebra os graficos para as fungdes descritas
nas equagdes 15 e 16.

Fonte: autoras.

Quanto aos processos de representacdes, ¢ importante ressaltar que, para cada etapa os alunos
se utilizaram de tecnologia. Para a Representagdo Simbolica e Mental, eles realizaram pesquisas e
escreveram sobre a obtencdo do modelo a partir de buscas na Internet, em textos e videos. Enquanto
que, para os processos de Visualizacdo ¢ Mudancga de representagdes e alternancias entre elas, os
estudantes utilizaram softwares como o Geogebra e o Tracker, que auxiliaram na compreensao do
modelo e sua andlise e, consequentemente, eles influenciaram na obtengdo do modelo, isto €, na fase
de Modelagao.

Mas, além desses processos de representagdao do PMA, ha o processo de abstragdo, quanto a
ele, podemos ressaltar que eles inferem sobre Generalizagdao, dado que eles apresentam indicios e
identificam pontos em comum e expandem conceitos e questdes abordadas e consideradas no

trabalho, como ¢ possivel observar na Figura 6:
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Figura 6 - Evidéncias do processo de Generalizagao

Dessa forma, é possivel analisar todos os valores de encontrados com o valor
da aceleragdo obtido no experimento com o acelerdmetro, como esta disposto na
tabela (2).

Tabela 2 - Valores para acelerago.

‘a’ pela EDO ‘a’ pelo Grafico ‘a’ pelo acelerdmetro
0,4738 0,4316 0,40
Fonte: Autoria Propria (2023)

Fonte: relatorio do grupo A.

Isto porque os estudantes conseguiram inferir a partir de informagdes que eles ja tinham
obtido, identificando pontos em comum e expandindo dominios de validade: comparando os valores

tedricos obtidos com aqueles que foram fornecidos pelo acelerometro, com objetivo de valida-los.
Consideracoes Finais

O objetivo do artigo foi relatar e apresentar o desenvolvimento de uma atividade que visou
evidenciar aspectos do Pensamento Matematico Avangado e a Analise de Modelos com apoio de
tecnologias digitais. Mas, em especifico, buscando evidéncias do processo de representacdo de um
grupo de alunos ao realizarem a analise de um modelo apoiado por tecnologias digitais. De modo
geral, a atividade proposta se baseou em Modelagem Matematica, promovendo um ambiente em que
os estudantes pudessem ter uma postura investigativa, sendo protagonistas da sua propria
aprendizagem, encontrando solucdes para situagdes-problemas que envolveu a obtengdo de um
modelo matematico, a partir do movimento de um péndulo simples, com suporte de tecnologias
digitais. Com isso, estabeleceu-se um cenario que aproximou os conceitos teoricos estudados com os

reais, compreendendo seus parametros e variaveis.

A partir do software Tracker, os estudantes realizaram uma videoanalise, evidenciando
conceitos matematicos e propiciando que eles compreendessem o modelo como um todo,
visualizando sua representagdo grafica e comparando-a com dados empiricos. Além disso, o Moodle
como ambiente virtual possibilitou que professoras e estudantes trocassem arquivos e davidas, tal
como a visualizagdo e feedback durante o periodo de realizagdo da atividade dos grupos, sem a
necessidade de se ter um material fisico. Sem o uso de tais tecnologias, estimamos que a compreensao

do modelo poderia ser dificultada.

Consideramos que a andlise do relatdrio escrito como Unica fonte de dados ¢ limitante, pois
embora tenha permitido evidenciarmos diferentes processos de representacdo, ndo permitiu

identificar o que ocorreu ao longo das discussdes do grupo ou em momentos de interacdo com as
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professoras, tendo em vista que, para Dreyfus (1991) e Tall (1991), o processo de representar pode
estar presente em registros escritos, desenhos, falas, gestos, etc. Assim, para aprimorar a analise
entendemos que sera necessario ampliar o corpus da andlise agregando registros de dudio e video,
bem como de respostas dos estudantes as questdes de avaliacdo somativa que versavam sobre a
andlise de modelo realizada. Isso podera permitir evidenciar indicios dos processos de Generalizacdo

e de Sintetizagdo, por exemplo.

A observagao, obtencao e compreensao de modelos cléssicos que interessam aos cursos de
Engenharia sdo de fundamental importancia. E, para tal, o uso de tecnologia dentro e fora de sala de
aula se torna algo util, pratico e acessivel a maioria dos estudantes no contexto em que se deu a
pesquisa. Além disso, ela tende a aproximar situagcdes do mundo real a modelos teoricos, de modo
rapido e pratico. Possibilitando, assim, que o estudante consiga entender modelos matematicos
presentes no seu meio, com auxilio da Analise de Modelos, tal como ¢ possivel notar e evidenciar

indicios do Pensamento Matematico Avangado, por meio da Andlise de Contetido.
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