i Zerzll

ENCONTRO PARANAENSE DE EDUCACAO MATEMATICA
Londrina - 10 a 12 de outubro de 2019

FORMALIZACAO EM MATEMATICA: um estudo de uma Trajetéria
Hipotética de Aprendizagem
Gabriel dos Santos e Silva

Universidade Estadual de Londrina - UEL
gabriel.santos22(@gmail.com

Lucas de Souza Venturini
Universidade Estadual de Londrina - UEL
s.lucasventurini@gmail.com

José Vinicius Inacio de Souza
Universidade Estadual de Londrina - UEL
jose-vis@hotmail.com

Resumo: O objetivo deste artigo ¢ apresentar um estudo do processo de formalizagdo em uma trajetéria
hipotética de aprendizagem a luz de aspectos da Educagdo Matematica Realistica. De maneira geral, a
Educagdo Matematica Realistica (RME) ¢ uma abordagem ao ensino de matematica em que a
matematica ndo ¢ vista como uma ciéncia pronta e acabada, e sim como uma atividade humana, e,
portanto, a aprendizagem matematica ¢ uma atividade social. Nessa perspectiva, aprendizagem se dd na
passagem entre niveis em um processo de formalizacdo, ou seja, em um processo em que atividades
matematicas menos formais sdo refinadas afim de tornarem-se mais formais. Para a analise, foi
selecionada a monografia de Prestes (2013), pelo fato de ela trabalhar com uma Trajetoria Hipotética de
Aprendizagem, objeto principal de analise neste artigo. Pode-se reconhecer indicios de formalizac¢ao
quando o aluno reconhece similaridades; refina termos usados para descrever um objeto matematico;
sintetiza uma relagdo em uma equacdo matematica ou representa uma relagdo determinada em uma
formula.

Palavras-chave: Educacdo Matematica Realistica. Matematizag¢do. Formalizacdo. Trajetoria Hipotética
de Aprendizagem.

INTRODUCAO

Nos estudos a respeito da Educagdo Matematica Realistica (RME'), autores afirmam
que a aprendizagem em matematica passa por niveis de aprendizagens. Esses niveis vao se
constituindo ao passo que os estudantes vao tornando mais formais suas producdes, estratégias,
resolugdes (SILVA, 2018). Neste artigo, denominaremos esse processo de formalizagdo. A cada
nivel, as produ¢des dos estudantes sao utilizadas como ponto de partida para a formalizagdo de
novos niveis, contribuindo, assim, para que reinventem conteudos de matematica ja

desenvolvidos pela humanidade.

! Realistic Mathematics Education.
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Conhecer aspectos relacionados a formalizacdo em matematica ¢ um assunto relevante
ao passo que, de acordo com a RME, esse processo estd relacionado a aprendizagem
(GRAVEMEIJER, 2008). Foi escolhida, entdo, uma monografia de especializacdo em
Educagdo Matematica que apresenta uma Trajetoria Hipotética de Aprendizagem para analisar
a formalizagdo presente na descricdo elaborada pelo pesquisador a luz dos aspectos da
Educagdo Matematica Realistica. Nesse interim, temos por inten¢do fazer uma primeira
investigacdo das formalizagdes propostas pelo pesquisador, para inserirmo-nos na discussdo a

respeito do tema.

EDUCACAO MATEMATICA REALISTICA

A Educagdo Matematica Realistica ¢ uma abordagem voltada ao ensino de matematica
pensada no inicio dos anos 1960, tendo como fundador Hans Freudenthal (1905-1990). Essa
abordagem surgiu como reacdo ao Movimento da Matematica Moderna e as abordagens
estruturalista, mecanicista e empirista do final dos anos 1950. A principal critica da RME ao
ensino tradicional ¢ o fato do professor, inicialmente, tratar de aspectos formais da matematica,
para entdo apresentar aplicagdes.

Na Educacdo Matematica Realistica, a matematica ndo ¢ vista como uma ciéncia pronta
e acabada, e sim como uma atividade humana, ou seja, deve “ficar perto dos estudantes e ser
relevante para a sociedade, a fim de ser de valor humano” (VAN DEN HEUVEL-
PANHUIZEN, 1996, p. 10, traducao nossa).

A aprendizagem matematica ¢ uma atividade social, e, portanto, a matematizacdo ¢ uma
das bases, ou seja, deve ser dada aos estudantes a oportunidade de seguir caminhos que foram
trilhados pelos matematicos para desenvolver o conhecimento historicamente acumulado e
validado. Desse modo, o estudante ¢ o agente principal, responsavel pelo proprio aprendizado.
Pode-se resumir esse principio como “aos alunos ¢ dada a oportunidade guiada de ‘reinventar’
a matematica, de modo que possam aprender matematica matematizando, isto ¢, vivenciando
processos similares aos dos matematicos de fazer matematica” (FREUDENTHAL, 1991). Isso
vai em uma direcdo oposta ao ensino tradicional, em que o professor tem o papel de unico
responsavel em relagdo ao conhecimento e responsavel por transmiti-lo.

Algumas atividades nas quais pode-se reconhecer matematizagao sao:

» identificar as especificidades matematicas no contexto geral;
* esquematizar;

» formular e visualizar o problema;

* descobrir relagdes e regularidades;
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» reconhecer similaridades em diferentes problemas
* representar uma relagdo em uma férmula;

* provar regularidades;

« refinar e ajustar modelos;

» combinar e integrar modelos;

» generalizar (DE LANGE, 1999, p. 18).

Nessa perspectiva, os estudantes s3o orientados a construir a matematica pela
reinvengdo, utilizando dos conhecimentos prévios dos mesmos. O papel do professor segundo
a RME ¢ o de orientador, devendo “propor situacdes que oportunizem a imersdo de ideias e
conceitos matematicos a partir da organizagdo matematica de situacdes, favorecendo a
oportunidade de o aluno ser construtor/elaborador/reinventor da matematica” (MENDES, 2014,
p. 22). O professor se torna o guia, responsavel por intervencdes, discussdes e escolha das
tarefas. Isso ndo exclui a responsabilidade do professor de dominar aspectos do conhecimento
matematico, o conhecimento acumulado e validado historicamente, pois € necessario ter ciéncia
do caminho que os estudantes podem percorrer em seu processo de reinvencao a fim de orienta-
los em busca das normas da comunidade matemadtica, em seguida a matematica formal. A
formalizag@o ¢ uma etapa final do processo de aprendizagem, e ndo o inicial.

A Educagdo Matematica Realistica entende que a aprendizagem se d4 na passagem entre
niveis em um processo de formalizagdo, ou seja, em um processo em que atividades
matematicas menos formais sdo refinadas afim de tornarem-se mais formais. Isso ndo ocorre,
necessariamente, de maneira suave ou linear, mas pode acontecer ao passo que os estudantes
lidam com suas atividades matemadticas que “ativam e — quando necessario — induzem a
invencdo de uma estratégia mais avangada em cada nivel” (AMERON, 2002, p. 76, tradu¢ao
nossa).

Para que a formalizacdo ocorra, ¢ essencial iniciar o processo a partir das producdes dos
proprios alunos, uma vez que “trabalhar com o que os estudantes ja sabem € o primeiro passo
para que, por meio de intervengdes e orientacdes do professor, o estudante aprenda” (SILVA,
2018, p. 25).

Em relagdo ao termo “realistico” do nome da abordagem, pode-se dizer que estd
associado a tudo aquilo que pode ser real para as pessoas. Isso inclui o que efetivamente esta
na realidade, o que poderia ser real, o que é fantasioso e até mesmo a propria matematica
(SILVA; PRESTES; FORSTER, 2019). Na RME, a fun¢do do professor ¢ tratar de contextos
proximos a realidade dos estudantes, ndo necessariamente presentes no cotidiano, ou auxilia-

los a se aproximar de novos contextos que possam ser relevantes a eles.
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METODO

Para a andlise, o trabalho selecionado foi a monografia de Diego Barboza Prestes
(PRESTES, 2013), monografia apresentada ao curso de Especializagio em Educagdo
Matematica da Universidade Estadual de Londrina no ano de 2013, sob orientagdo da Profa.
Dra. Regina Luzia Corio de Buriasco, que tem como titulo: Proposta de Uma Trajetoria
Hipotética de Aprendizagem.

A monografia foi escolhida pelo fato de ela trabalhar com uma Trajetoria Hipotética de
Aprendizagem - THA, aspecto principal a ser analisado neste artigo. Outra justificativa ¢ que o
autor da monografia ¢ um membro participante do GEPEMA?® — Grupo de Estudos e Pesquisa
em Educacdo Matematica e Avaliacdo — da Universidade Estadual de Londrina, assim como os
autores deste artigo.

Uma Trajetoéria Hipotética de Aprendizagem ¢ uma descri¢do hipotética de uma aula,
cuja sua missao ¢ “supor antecipadamente a relagdo entre a meta que se pretende alcangar, o
raciocinio a respeito das decisdes que o professor deve tomar e as hipoteses desse percurso”
(PRESTES, 2013, p. 12).

Na monografia de Prestes (2013), o autor faz uma descri¢ao hipotética de uma aula cuja
intencdo ¢ a formalizacdo da relacdo de Euler (V + F = A + 2) para poliedros convexos, a
partir de materiais manipuldveis em atividades que inicialmente envolvem contagem,
organizacdo de informagdes. Cabe ressaltar que a trajetdria € hipotética e, portanto, os didlogos
também sdo hipotéticos. Entretanto, os didlogos foram elaborados segundo a experiéncia
profissional do autor da monografia sob os cuidados de sua orientadora. Tal experiéncia envolve
o trabalho com esse contetido (como professor de Matematica), leitura de textos da area e
reflexdes acerca do tema.

Para a andlise, utilizou-se as orienta¢des presentes na Analise de Conteudos (BARDIN,
2016). Incialmente foi feita uma leitura inicial da trajetéria proposta por Prestes (2013). Em
seguida, recortou-se os excertos do texto que haviam indicios de formalizagdo, ou seja, indicios
do reconhecimento de algum processo de refinamento matematico de alguma estratégia,
conceito, linguagem. Por fim, discutiu-se as relagdes entre os excertos e a Educagao Matematica

Realistica.

MODELOS EMERGENTES NA TRAJETORIA DE ENSINO E APRENDIZAGEM

2 http://www.uel.br/grupo-estudo/gepema/
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Para iniciar a aula, Prestes (2013) propde que o professor dé aos estudantes solidos
geométricos para que realizem contagens. Inicialmente, espera que os alunos contem apenas
quantos so6lidos tem. Entdo o professor pergunta se esse € o Unico tipo de contagem que pode

ser realizada a partir dos sélidos.

[]

Aluno: Nao, podemos contar a quantidade de s6lidos que rolam e a quantidade de
solidos que nao rolam.

[...]

Professor: Podem sim, mas podemos também associar a nomenclatura desses solidos
a uma de suas caracteristicas? Alias, qual ¢ uma de suas caracteristicas?

Aluno: Eles rolam.

Professor: Por que esse tipo de solido rola?

Aluno: Porque possui uma parte arredondada.

Professor: Isso mesmo. E quanto a nomenclatura relacionada a essa caracteristica,
alguém tem alguma ideia?

[.]

Quadro 1 — Excerto da monografia contendo didlogo hipotético entre professor e aluno
Fonte: Prestes (2013)

Nos trechos identificados acima, o aluno inicia afirma que existem so6lidos que rolam e
outros que ndo rolam. Através de intervencdes do professor, o aluno muda sua fala, que
inicialmente ¢ menos formal, para uma mais formalizada. Sendo assim, nesse trecho
identificamos que ha uma mudanga na fala do aluno de uma menos formal para uma mais
formal quando o aluno deixa de usar a expressao “solidos que rolam” por “sélidos com partes
arredondadas”.

Além disso, podemos inferir que o aluno passou de um nivel menos formal para um
mais formal quando identificou que os “sélidos que rolam” s6 “rolam” porque possuem uma
parte arredondada, o que caracteriza que reconheceram similaridades.

A trajetoria continua como segue.

[.]

Professor: Que outros tipos de poliedros temos?

Comunicagdes Cientificas Pégina 5



Anais do XV Encontro Paranaense de Educacdo Matematica — EPREM
ISSN 2595-5578

Aluno: Esses que possuem duas bases idénticas e lados retos.

Professor: Vocé poderia explicar de outra maneira?

Aluno: Posso tentar. Estou me referindo a esses poliedros que possuem a parte que esta
apoiada sobre a mesa e a parte contraria a esse lado, voltada para cima, idénticas e os
lados que ficam nas laterais, retos.

[...]

Professor: Agora que vocés sabem como sdo chamados os poliedros que possuem essa
caracteristica, como podemos classificar os poliedros?

Aluno: Piramides, prismas e outros que ndo sao piramides nem prismas.

[.]

Quadro 2 — Excerto da monografia contendo didlogo hipotético entre professor e aluno
Fonte: Prestes (2013)

Nesse trecho vemos que o aluno sabia da existéncia de outros tipos de poliedro, porém
ndo utilizava nenhum nome para eles, partindo entdo para a descri¢cdo do objeto que imaginou.
O professor, em seu papel de orientador, guia o aluno para uma formalizagdo de suas ideias até
que este conclui que existem piramides, prismas e “outros que ndo sdo nem pirdmides nem
prismas”. Podemos inferir que o aluno passou de um nivel menos formal para um mais formal
em um processo de refinamento quando, ao descrever aspectos dos solidos, o professor ajuda-
0 a nomea-los e ele consegue concluir que existem poliedros que sdo pirdmides, outros que sao

prismas e outros que ndo se encaixam nas outras duas classificacdes.

[]

Professor: E as piramides e prismas, como podemos nomea-los?

Aluno: Da mesma maneira, pois esses solidos também sao poliedros.

Informe aos alunos que as pirdmides e os prismas também podem ser nomeados de
acordo com o poligono que compde sua base, por exemplo, se a base de uma pirdmide
¢ um tridngulo, podemos chamé-la de piramide de base triangular, se a base de um
prisma ¢ um pentagono, podemos chama-lo de prisma de base pentagonal.

Aluno: Entdo uma piramide de base triangular pode ser chamada tanto de piramide de
base triangular como tetraedro?

[.]

Quadro 3 — Excerto da monografia contendo didlogo hipotético entre professor e aluno
Fonte: Prestes (2013)
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O trecho acima apresenta uma das orientagdes do autor ao professor, para que os alunos
sejam guiados ao objetivo final. E, com sucesso, o professor consegue levar ao aluno a uma
formaliza¢do de que “uma piramide de base triangular pode ser chamada tanto de pirdmide de
base triangular como tetraedro”.

E possivel notar que o aluno relaciona dois objetos matemdticos com nomes diferentes
e os conecta de modo que, por mais que sejam escritos com nomes diferentes, representam
objetos iguais uma vez que contém as mesmas caracteristicas. Nesse caso, o professor oferece
ao aluno a oportunidade de ndo olhar para a matemadtica como um conjunto de contetidos

independentes cujos dominios ndo estdo ligados, mas que os dominios sdo inter-relacionados.

[...]

Professor: Observe o que vocés registraram na lousa e verifiquem se ha alguma
regularidade.

Aluno: Eu vi uma regularidade, a quantidade de faces e vértices de cada uma das
piramides ¢ igual.

Professor: Entdo podemos afirmar que em todas as piramides a quantidade de vértices
e faces ¢ igual?

Aluno: Sim, vale para todas as pirdmides.

Professor: Mas como vocé chegou a essa conclusao?

Aluno: Porque imaginei outras pirdmides e em cada uma delas a quantidade de faces e
vértices € igual.

[...]

Quadro 4 — Excerto da monografia contendo didlogo hipotético entre professor e aluno
Fonte: Prestes (2013)

No excerto acima, o encontro da regularidade em relagdo as piramides ¢ obtido por meio
de estratégias de contagem que sdo informais do ponto de vista da propriedade das pirdmides
que podem ser deduzidas, validadas e provadas. Tais estratégias informais demandam a busca
de especificidades matematicas em um contexto geral. Isso significa que, ainda que iniciando
com estratégias informais, propriedades formais podem ser deduzidas e, futuramente se
possivel, validadas e provadas.

Por fim, no excerto, o professor o questiona perguntando “entdo podemos afirmar que
em todas as piramides a quantidade de vértices e faces € igual?” E o aluno responde a pergunta

do professor generalizando que para todas as piramides a relagdo ¢ valida.
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[...]

Professor: Sera que podemos determinar outra regularidade associando a quantidade
de arestas, faces e vértices?

[...]

Aluno: Em cada caso, a soma ¢ duas unidades a mais que a quantidade de arestas. Eu
posso afirmar que isso ¢ uma regularidade?

[...]

Professor: Mas que relagdo ¢ essa?

Aluno: A soma da quantidade de vértices e faces ¢ igual & quantidade de arestas mais
dois.

Professor: E possivel escrever essa sentenga com linguagem matemética?

Aluno: Sim.

Professor: Entdo escreva na lousa.

Aluno: vértices + faces = arestas + 2

Professor: Verifique se essa relagdo ¢ valida para todos os poliedros nos quais vocés
fizeram a contagem.

Aluno: Sim, ¢ valida.

Professor: Podemos abreviar essa relacao?

Aluno: Sim, podemos utilizar a inicial de cada palavra, assim: A corresponderad a
quantidade de arestas, F a quantidade de faces e V a quantidade de vértices.
Professor: Como fica essa relagdo de acordo com a abreviagao?

Aluno: V+F=A+2

[...]

Quadro 5 — Excerto da monografia contendo didlogo hipotético entre professor e aluno
Fonte: Prestes (2013)

Nos trechos destacados acima, o aluno, com orientagdo do professor, encontra outra
regularidade ao analisar o quadro feito por eles. E possivel afirmar que o estudante passou por
quatro formalizagdes. A primeira estd no trecho “Em cada caso, a soma ¢ duas unidades a mais
que a quantidade de arestas. Eu posso afirmar que isso ¢ uma regularidade?”. O aluno
identificou outra regularidade, o que caracteriza uma formalizagdo em relag¢do as quantidades
que contaram inicialmente. A segunda esta na fala “A soma da quantidade de vértices e faces ¢
igual 4 quantidade de arestas mais dois”. E possivel observar que da primeira formalizagio para
a segunda ele refinou o pensamento, conseguindo afirmar mais claramente a regularidade que

havia encontrado. A terceira: “vértices + faces = arestas + 2. O aluno passa de uma linguagem
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materna, escrita por extenso e sintetiza em uma equag¢do matemdtica, ainda que escrita com
palavras inteiras. Por ultimo, na quarta, “V + F = A + 2”, o aluno refina ainda mais a equacao
que havia escrito, representando a rela¢do determinada em uma formula chegando na relagao
escrita matematicamente.

Tal relagdo ¢ conhecida por relacdo de Euler, apresentada e provada pelo matematico
Leonhard Euler em 1752. Na proposta de Prestes (2013), a intengdo principal do professor ¢
que os alunos, por meio de suas proprias estratégias e orientacdes do professor, possam
reinventar a relacdo estabelecida por Euler, formalizando, passo a passo, etapas para a
elaboracdo desse contetido. Nao significa que criaram algo novo do ponto de vista do
conhecimento matematico historicamente acumulado e validado, mas novo para eles, que se

tornam autores de seus conhecimentos, portanto responsaveis por ele.

ALGUMAS CONSIDERACOES

Neste artigo, tivemos por objetivo apresentar um estudo do processo de formalizagdo
em uma trajetéria hipotética de aprendizagem a luz de aspectos da Educacdo Matematica
Realistica. Para tanto, apresentamos excertos da THA desenvolvida por Prestes (2013) e
fizemos relagdes com aspectos da Educagdo Matematica Realistica.

De maneira geral, reconhecemos indicios de formalizacdo nos momentos em que o
aluno

e reconhece similaridades;

e refina termos usados para descrever um objeto matematico;

e relaciona dois objetos mateméaticos com nomes diferentes;

e conecta dois objetos matematicos com nomes diferentes;

e busca especificidades matematicas em um contexto geral;

e generaliza uma propriedade matematica para objetos com mesma denominagao;
e sintetiza uma relacdo em uma equagdo matematica;

e representa uma relagdo determinada em uma formula.

Tais indicios foram reconhecidos em situagdes em que os estudantes iniciam
apresentando ao professor, por meio da linguagem oral, escrita, aspectos e, em seguida,
apresentam novamente de maneira mais formal. Isso se deve as intervencdes do professor, as
tarefas e as oportunidades criadas intencionalmente pelo professor. Além disso, para que o

professor tenha indicios de formalizagdo, ¢ necessario que os estudantes manifestem em suas

Comunicagdes Cientificas Pégina 9



Anais do XV Encontro Paranaense de Educacdo Matematica — EPREM
ISSN 2595-5578

produgdes tais mudangas. Isso significa que processos de formalizagdo podem ocorrer mesmo
quando o professor ndo tem indicios. Mas esses que sdo manifestados podem contribuir para
que o professor tenha informagdes a respeito da aprendizagem dos estudantes.

E possivel observar que as a¢des nas quais se reconhece indicios de formalizagdo tém
relacdo com as atividades nas quais se reconhece matematizacao. Isso ocorre porque o contexto
de ensino suscitado pela Educacdo Matematica Realistica fomenta a matematizagao e porque,
segundo Silva (2015), os aspectos da RME, como matematizacdo, niveis de aprendizagem,
reinvengdo guiada, sdo processos entrelagados.

Por fim, entendemos que este artigo tem carater de discutir o tema formalizacdo, mas
apresenta limitagdes, sobretudo pelo fato de analisar um contexto hipotético. Entretanto, pode-
se usar alguns dos resultados apresentados neste texto para fazer outros tipos de estudos e
analises em contextos reais, hipotéticos e em diferentes niveis de ensino. De qualquer modo,

esperamos que a discussdo feita aqui possa suscitar reflexdes acerca do tema.
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