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Resumo: A presente pesquisa busca analisar a utilizagdo do jogo Torre de Handi no desenvolvimento
de conteudos matematicos. Realizada com os académicos do 1° ano do curso de matemética da
UNICENTRO (campus Irati), aborda os conteidos sobre funcdo exponencial, progressao geométrica e
suas aplicagdes. Dessa forma, pretende-se dar mais significado aos conteldos que podem ser extraidos
do jogo, assim como, proporcionar aos alunos uma forma ludica e motivadora para o estudo dos
mesmos, também motiva-los para que apliquem esse jogo em sala de aula quando forem professores.
Este trabalho tem como fundamentagdo teérica os autores: POLYA (1978), DANTE (1998),
GRANDO (1995), ANTUNES (2002), MOURA (2008), BRENELLI (2001), BORIN (1998) e
D’AMBROSIO (2005). Analisando suas ideias, fica explicito que o jogo matematico € uma
metodologia de ensino que facilita a aprendizagem e proporciona aos alunos a constatacdo, por meio
de uma investigacdo matematica ludica, de ideias fundamentais sobre os conteldos a serem
trabalhados. Ap6s a aplicagdo do jogo foi possivel constatar a assimilacdo dos conteidos por parte dos
alunos e que os mesmos gostaram dessa metodologia de ensino pelo fato de perceberem sua eficécia.
Palavras-chave: Conte(dos matematicos. Investigacdo matematica.

INTRODUCAO

E frequente a constatacio de que muitos alunos se sentem desmotivados para o estudo
de matematica. Por isso, o desempenho dos alunos nessa disciplina muitas vezes é
insatisfatorio, e consequentemente, os indices de reprovacdo e evasdo Sd&0 muito
significativos. Dessa forma, € preciso sempre buscar meios para que os alunos se sintam
motivados a estudar matematica, utilizando metodologias diversificadas em busca de melhorar

a forma da construgdo do conhecimento por parte dos alunos.

Comunicaces Cientificas Péagina 1


mailto:kohutanderson@gmail.com
mailto:romero@unicentro.br
mailto:re.schimitz@gmail.com

Anais do XV Encontro Paranaense de Educa¢do Mateméatica — EPREM
ISSN 2595-5578

Uma das metodologias de ensino que pode ser utilizada pelos professores é a

metodologia de resolugdo de problemas, tendo 0s jogos mateméaticos como um de seus

recursos. Segundo Polya (1978), para realizar a resolucdo de um problema matematico, o

aluno devera seguir algumas etapas:

1.

2.
3.
4

Compreender o problema;
Elaborar um plano;

Executar o plano;

Fazer o retrospecto ou verificacao.

Assim, os alunos, com a ajuda do professor, realizam um estudo investigativo sobre o

problema matematico proposto, como forma de desafio para se chegar na solucdo. Nesse

processo, 0s alunos constroem e aprimoram seus conhecimentos, pois através do raciocinio

desenvolvido, buscam entender melhor a légica de resolucdo que deve ser abordada para o

problema.

Segundo Dante (1998), os objetivos da resolucao de problemas séo:

Fazer o aluno pensar produtivamente;

Desenvolver o raciocinio do aluno;

Ensinar o aluno a enfrentar situacdes novas;

Dar ao aluno a oportunidade de se envolver com as aplicagcGes da matematica;
Tornar as aulas de matematica mais interessantes e desafiadoras;

Equipar o aluno com estratégias para resolver problemas;

Dar uma boa base matematica as pessoas.

Conforme a citagdo do autor fica evidente que a resolucéo de problemas deve ser algo

motivador para os alunos. Paralelo a essa metodologia, 0s jogos no ensino da matematica

podem ser uma ferramenta capaz de auxiliar no desenvolvimento das habilidades,

contribuindo para a aprendizagem do aluno. Ao praticar um jogo matematico o aluno estuda

o0s conteudos nele inseridos de uma forma ludica e motivadora, sendo impulsionado pelas

carateristicas desafiadora e instigante que os jogos tém (DANTE, 1998).

Segundo Grando (1995):

A acdo no jogo, tanto quanto no problema, envolve um objetivo Unico que é
vencer 0 jogo ou resolver o problema e, em ambos os casos, o individuo se
sente desafiado e motivado a cumprir tal objetivo. Atingir o objetivo implica
em dominar, em conhecer, em compreender todos 0s aspectos envolvidos na
acdo e, portanto, produzir conhecimento. (GRANDO, 1995, p. 77).

No momento em que os alunos praticam um jogo matematico, estdo fazendo

descobertas, e estas sdo conteddos matematicos ou estdo relacionadas com os mesmos. O
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professor somente ir4 ensinar as especificidades desses conteldos, mas a esséncia dos
mesmos eles encontram no jogo.

Tratando-se de jogos matematicos, essa investigacdo € um dos meios para a
construcdo do conhecimento, que consiste na busca de um caminho para fazer a resolucdo de
determinado problema ou desafio matematico. Com isso, na investigacdo matematica o
professor ndo transmite a forma de como fazer a resolucdo, apenas auxilia os alunos na busca
pelas estratégias a serem utilizadas.

Nesse contexto, Antunes (2002) afirma que quando é feito o uso de jogos no ambiente
escolar, € estimulado que o aluno faga uma busca por conhecimentos:

O jogo ajuda-o a construir novas descobertas, desenvolve e enriquece sua
personalidade e simboliza um instrumento pedagdgico que leva ao
educador a condicdo de condutor, estimulador e avaliador da
aprendizagem. (ANTUNES, 2002, p. 36).

Dessa forma, o0 objetivo geral dessa pesquisa € utilizar o jogo Torre de Handi como um
instrumento educativo e apresentar uma pesquisa sobre o ensino de funcdo exponencial,
progressdo geométrica e suas aplicacbes, como para propor chaveamento de competicdes e
formas de cortar papel otimizando as perdas, de modo ludico e pratico. Dessa forma,
pretende-se também mostrar aos alunos e futuros professores que é possivel estudar temas da
matematica utilizando esse jogo, e que seu uso em sala de aula poderd ser uma opcéao

metodol6gica muito produtiva.

TORRE DE HANOI

O jogo Torre de Handi € composto de uma base que contém trés pinos e varios discos,
sendo todos os discos de tamanhos diferentes e em ordem decrescente de tamanho, cujo maior
disco encontra-se na base. O jogo consiste em transferir todos os discos que estdo no primeiro
pino, para qualquer um dos outros dois pinos, de modo que os discos também fiquem

dispostos em ordem decrescente de tamanho, como mostra a Figura 1.
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Figura 1 — Jogo Torre de Hanoi
Fonte: sematifrnspp.blogspot.com

Sabe-se que esse jogo foi criado pelo matemaético francés Edouard Anatole Lucas, no
ano de 1883. Contudo existe uma lenda que se relaciona com sua criagdo, na qual o Deus
Brahma, cultuado pela cultura hinduista, havia colocado no templo de Benares, localizado na
india, uma bandeja constituida de metal e que continha trés pinos de diamantes e, no
momento da criagdo do mundo, Brahma havia colocado sessenta e quatro discos com
tamanhos diferentes em um dos pinos, sendo esses dispostos na ordem decrescente de
tamanho.

Os sacerdotes incumbidos de cuidar desse templo receberam a seguinte missdo:
transferir os discos para um dos pinos vazios, fazendo isso sem sobrepor um disco maior em
um menor.

Quando eles realizassem tal feito, eles e o templo virariam p6 e o mundo acabaria. A
bandeja com os pinos e os discos constituiam a chamada Torre de Brahma ou Quebra-Cabeca
do Fim do Mundo (FERRERO, 1991; MACHADO, 1992).

Para transferir os discos de um pino para outro, as regras que devem ser seguidas sao:

1. Na&o é permitido mover mais de um disco em cada movimento;

2. Um disco de tamanho maior nunca pode se sobrepor a um de tamanho menor;

3. Uma determinada peca (disco) ndo pode ficar fora do jogo, ou seja, deve estar em um
dos pinos ou em movimento;

4. SO é permitido movimentar os discos que ndo estdo sobrepostos por outro ou outros.

Nesse jogo, 0 jogador devera aliar as regras com 0 nimero minimo de movimentos
para atingir seu objetivo. Dessa forma, a interpretacdo de como ocorreu as jogadas feitas pelo

aluno, o conduzira a construcao dos contetdos matematicos.
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Os contedos matematicos que podem ser relacionados com o jogo Torre de Handi,
sdo: fungdo exponencial e progressdo geométrica. Nesse trabalho, serdo abordadas as

formulas que esses contetdos envolvem, assim como as aplicacdes dessas formulas.

METODOLOGIA

A aplicacdo do jogo Torre de Handi foi feita com os académicos do 1° ano do curso de
licenciatura em Matematica da Universidade Estadual do Centro-Oeste — UNICENTRO
(campus de Irati-PR) e ocorreu em uma aula da disciplina de Calculo Diferencial e Integral I.
Para tanto, a metodologia utilizada foi qualitativa porque visou instigar a interpretagdo dos
alunos sobre o jogo, por conseguinte buscou-se utilizar da ferramenta de jogos, usando a
Torre de Hanoi para desenvolver os contetidos que podem ser trabalhados a partir do mesmo.

Segundo Moura (2008):

[...] o jogo aparece dentro de um amplo cenério que procura apresentar a
educacdo, em particular a educagdo matematica, em bases cada vez mais
cientificas, passando a ser definido como importante aliado do ensino formal
de matematica. (MOURA, 2008, p. 76).

Apresentou-se aos alunos o jogo Torre de Handi mostrando a eles que 0 mesmo pode
ser usado em sala de aula apresentando resultados satisfatorios, como foi comprovado na
aplicacdo feita. A qual possibilitou o desenvolvimento do raciocinio l6gico dos alunos, sendo
que dessa forma foi possivel o desenvolvimento de conhecimentos sobre contetudos de

exponenciacao.

APLICACAO DO JOGO

Para a realizacdo das atividades foi apresentado o jogo, sua lenda, as regras e 0s
objetivos. Para demonstrar o procedimento a ser seguido, foi mostrado como mover 3 discos
como o0 numero minimo de movimentos. Depois disso, objetivando o trabalho em equipes,
formaram-se grupos de 3 integrantes e os alunos jogaram utilizando um namero maior de
discos.

No momento em que jogavam, cada aluno fez suas interpretagdes sobre o jogo, com 0
proposito de descobrir, de forma clara e significativa, os conteudos matematicos funcéo
exponencial e progressdo geometrica, e as formulas relacionadas a esses contetdos. Nesse

contexto, segundo Brenelli (2001, p. 178) o aluno ao jogar “organiza e pratica as regras,
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elabora estratégias e cria procedimentos a fim de vencer as situa¢Ges-problema desencadeadas
pelo contexto ludico™.

Figura 2 — Fotografia da aplicacéo do jogo
Fonte: os autores

= DEDUCAO DAS FORMULAS DE EXPONENCIACAO

Foram trabalhadas duas férmulas com os alunos, e através das mesmas foi possivel
descobrir quais sdo os conteidos matematicos relacionados ao jogo. A primeira formula é

obtida através do estudo dos seguintes valores extraidos do jogo Torre de Handi:

Tabela 1 — Relagdo entre 0 numero de pecas e 0 nUmero minimo de movimentos
NUmero
Numero de pegas minimo de
movimentos
7
15
31
63

oo~ lWw

Fonte: os autores

Conclui-se, que a férmula que sintetiza esses dados € f(n) = 2 - 1, sendo f(n) o nimero
minimo de movimentos para que se atinja o objetivo do jogo, e n 0 numero de pecas (discos)

que esta sendo usado para jogar.
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Outra formula é obtida através da investigagdo do movimento de cada uma das pegas.
Dentre as pecgas que estdo sendo usadas para jogar, considerando o ndmero minimo de
movimentos, 0s alunos puderam notar que o disco maior, o primeiro sobre a base, sempre tera
1 movimento; o segundo disco da base, 2 movimentos; o terceiro 4 movimentos; a quarto 8; a
quinto 16; a sexto 32; e essa ordem seguira sucessivamente.

Analisando esses dados, constata-se, que a férmula que sintetiza o ndmero de
movimentos de cada peca é a expressao algébrica 2. Fazendo a representacdo de cada uma
das pecas pelo termo genérico B,, (peca n), tem-se que a peca maior serd indicada pelo termo
P, ; a segunda maior por P;; seguindo a ordem crescente, tem-se P,; Ps; P,; Ps; e sempre

seguira 0 mesmo padréo.

» RELAGCAO DAS FORMULAS COM CONTEUDOS MATEMATICOS

Facilmente percebe-se que a férmula f{n) = 27 - 1 é uma funcdo exponencial, onde o
namero minimo de movimentos f(n) esta dado em fungdo do nimero de pecgas n. Sendo
possivel obter o nUmero de movimentos das pecas antes de comecar a jogar. Por exemplo,
com 7 pegas 0 nimero minimo de movimentos serd: f(7) = 27-1 =1(7) =128 -1 =1(7) =
127, ou seja, 127 movimentos.

Ja a formula 27 constitui a sequéncia (1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ...) que € uma progressao
geométrica (PG) de termo inicial 1 e razdo 2. Assim, apos ser feita a denominacdo P, para as
pecas, € possivel saber, antes de jogar, quantos movimentos cada uma das pecas tera. Por
exemplo, utilizando 10 pecas e 0 nimero minimo de movimentos; a maior pec¢a (P,), tera 2°
movimentos, ou seja, 1 movimento; a quinta peca na ordem crescente (P,), por exemplo, terd
24movimentos, ou seja, 16 movimentos; e a menor peca (P,) tera 2° movimentos, ou seja, 512
movimentos.

Assim, através da investigacdo do jogo, os alunos o relacionaram com conhecimentos
matematicos. Nesse contexto, Borin (1998, p. 10-11) faz a seguinte afirmag&o sobre a conduta
do aluno ao jogar: “caberd o papel daquele que busca e constrdi o seu saber através da anélise
das situacdes que se apresentam no decorrer do processo”.

Apos a investigacao realizada pelos alunos, foi feita a apresentacdo das formulas e dos
conteddos relacionados ao jogo. Nesse momento, os alunos obtiveram suas conclusées, ou
seja, alguns constataram que ja haviam descoberto as férmulas e os conteidos no momento do
jogo, e outros descobriram o raciocinio completo usado para a deducdo das formulas e dos

conteudos, sendo que os mesmos haviam chegado em grande parte desse raciocinio correto.
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=  QUTRAS APLICACOES DAS FORMULAS

Foram apresentadas outras aplicacGes das formulas aos alunos. Séo elas:

e USO DE POTENCIAS DE 2 PARA FAZER CHAVEAMENTO DE COMPETICOES

Para a realizacdo de torneios amadores geralmente usa-se a metodologia de sortear 0s
respectivos confrontos a cada rodada. Se o numero de jogadores ndo for igual a uma poténcia
de 2, em algum momento sobrard um numero impar de equipes (ou jogadores), fazendo com
gue uma das equipes fique isenta de jogar na rodada. Porém, dependendo do numero de
jogadores poderd sempre ocorrer um nimero impar de equipes até que se chegue na final,

como por exemplo se tivermos 33 equipes, como é mostrado na tabela 2:

Tabela 2 — Representacdo de uma das formas de serem feitos chaveamentos de
competicdes

Rodada NUmero de Numero de NUmero de
equipes jogos equipes isentas
1 33 16 1
2 17 8 1
3 9 4 1
4 5 2 1
5 3 1 1
6 2 1 0

Fonte: os autores

Nesse exemplo, ocorreu que nos sorteios feitos em cada rodada, com excec¢éo da final,
sempre uma equipe ficou isenta, e como se trata de sorteios, uma mesma equipe pode ficar
isenta em vérias rodadas.

Para eliminar os sorteios no decorrer das competicdes, é possivel fazer o chaveamento
utilizando as poténcias de 2, ou seja, usando a férmula 2.

O processo de chaveamento funciona da seguinte maneira: em uma reta numérica é
representado o nimero de equipes, em seguida € localizado o antecessor e 0 sucessor desse
numero que pertence a poténcia de 2, entdo o numero de jogos a serem realizados na primeira
rodada sera a diferenca entre 0 nimero de equipes e a respectiva poténcia de 2 que antecede
esse numero, ja a diferenca entre o numero de equipes e a respectiva poténcia de 2 que a
sucede, sera o numero de equipes que ficardo sem jogar na primeira rodada, sendo que as
mesmas serdo definidas por um sorteio inicial. Na segunda rodada, considerando que as
equipes perdedoras sdo eliminadas, sempre restard um numero de equipes que podem ser

representadas por uma poténcia de 2 e, consequentemente, nas rodadas seguintes também.
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Para 33 equipes, por exemplo, é feita a seguinte reta numérica:

| | |
32 33 64

Nesse caso, tem-se que 33 — 32 = 1, entdo havera 1 jogo, e como 64 — 33 = 31, ficardo
31 equipes sem jogar na primeira rodada; e nas rodadas subsequentes sobrardo 0s seguintes
numeros de equipes 32, 16, 8, 4, 2, ou seja, todos podem ser descritos por poténcia de 2.

No caso de 14 times, tem-se a reta numérica:

8 14 16

Serdo, para esse caso, 6 jogos (14 - 8 = 6), e ficard 2 equipes sem jogar (16 - 14 = 2);

e nas outras rodadas sobraréo times que séo poténcias de 2 (8, 4 e 2).
Com esse modelo de chaveamento de competicdes, ocorrerd que ficardo times sem
jogar somente na primeira rodada, e a chance de que um mesmo time fique sem jogar mais de

uma vez sera eliminada.

e RELACAO ENTRE OS FORMATOS DE PAPEL (Ag, 41, ..., Ag)

Como sabemos, existem varios tamanhos de folhas de papel, sdo exemplos: Ay, 4,
A,, Az, A,, As. Esses tamanhos constituem um padrdo que é utilizado pela Associagdo
Brasileira de Normas Técnicas (ABNT), e a norma que determina 0 uso desse padréo é a
NBR10068 que foi elaborada no ano de 1987.

Existem relacOes entre as folhas de diferentes tamanhos, considerando a folha 4,, a
mais utilizada, se a dobrarmos ao meio formaremos 2 folhas As, se dobramos as 2 folhas 45 ,
que estdo sobrepostas, formaremos 4 folhas A¢, e se dobrarmos estas 4 folhas A, que estdo
sobrepostas, formaremos 8 folhas A-, e assim sucessivamente. Ou seja, uma folha A, dobrada
ao meio originou 2 folhas As, e cada uma das folhas As originou 2 folhas Ag, também cada
folha Ag originou 2 folhas A,. Dessa forma, de 1 folha A, é possivel obter 2 folhas A ou 4
folhas A, ou 8 folhas A,, e esse padrdo continuara se repetindo. Sabe-se entdo que um
determinado tamanho de folha A,, formara, quando dobrada ao meio, duas folhas de tamanho
A, +1. Assim, tomando inicialmente 0 maior tamanho de papel existente que é 0 A,, de 1 folha

de A, é possivel obter 2 folhas de A; ou 4 folhas de A, ou 8 folhas de A5 ou 16 folhas de A,
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ou 32 folhas de As ou 64 folhas de Ag ou 128 folhas de A-, ou entdo 256 folhas de Ag. A
figura 3 mostra essa relacdo, e expressa as dimensdes dos tamanhos de papel.

Percebe-se que o padrdo dos tamanhos de papel segue a PG 2. Uma vez constatado
que isso ocorre, é possivel verificar, por exemplo, quantas folhas de papel Ag podem ser
obtidas de uma folha A, basta calcular 2¢ = 256, portanto de uma folha A, é possivel obter
256 folhas Ag. Outro exemplo que pode ser feito €: quantas folhas A, podem ser obtidas de
uma folha A,? Para chegar no valor basta fazer 7 — 2 = 5, e, 2° = 32, ou seja, 32 folhas. A
subtracdo 7 — 2 para chegar no expoente 5, é feita seguindo a mesma logica de que foi feita a
subtracdo 8 — 0 para chegar no expoente 8 no exemplo anterior e considerando as

propriedades de divisdo de poténcias de mesma base.

B4l mm

52 mm 105 mm

.5 A6
A4
A5

210 mm 420 mm

74 mm

148 mm

297 mm

11B% mm

>
-

Figura 3 — Tamanhos do papel
Fonte: selens.com.br

e USODA PG 2» EM PROVAS DE CONCURSOS

Muitos concursos elaboram as opcgdes das questdes de forma que possam ocorrer de
mais de uma questao apresentar resposta correta, as alternativas, que na maioria das vezes sao
5, sdo enumeradas da seguinte forma:

(01) primeira alternativa;
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(02) segunda alternativa;
(04) terceira alternativa;
(08) quarta alternativa;
(16) quinta alternativa;

e o resultado final é obtido com a somas das questdes que sdo consideradas corretas.
Verifica-se que a enumeracéo das alternativas (1, 2, 4, 8, 16) constituem a PG 2" que se

relaciona com o jogo trabalhado, nesse caso a PG ¢ finita. E, ao analisar essa PG nesse

n-1 .
- comgq=2en=5,6

contexto, verifica-se que sua soma, que é dada pela formula S = o

31. Analisando a formula da soma constata-se que, exclusivamente para esse caso, ela pode
ser escrita somente como S = q" — 1, que é a mesma formula do ndmero minimo de
movimentos no jogo Torre de Handi (f(n) = 27 - 1), porém com um significado diferente.

Nesse caso, a soma maxima que o candidato podera obter ao somar as alternativas que
julgar corretas é 31. E importante destacar que a PG (1, 2, 4, 8, 16) tem a propriedade de que
somando alguns termos presentes nela, é possivel obter todos os nimeros de 1 a 31.
Exemplos: 13=1+4+8;18=2+16;29=1+4+8 + 16.

Verifica-se que nesse modo de pontuacdo em provas de concursos 0 aluno tem uma
forma mais elaborada para expressar as respostas das questdes, se comparado a concursos que

tém 5 alternativas ndo enumeradas e em que apenas 1 alternativa esta correta.

RESULTADOS E DISCUSSOES

Os objetivos pretendidos com a aplicacdo do jogo Torre de Handi foram alcancados
como se esperava, pois 0s alunos descobriram, por meio da investigacdo do jogo e também
com a explicacdo que foi feita posteriormente, que existem formulas relacionadas com esse
jogo, e que também existem contedos matematicos relacionados ao mesmo como funcao
exponencial, progressdo geométrica, entre outros; e que com esses contetidos, que abrangem
as formulas descobertas atraves da andlise do jogo, € possivel trabalhar vérias aplicaces
interessantes do cotidiano. Nesse contexto, afirma D’ Ambrosio (2005, p. 63) “[...] muito mais
que a importancia académica das disciplinas, o curriculo reflete o que a sociedade espera das
respectivas disciplinas que o compdem”.

Dessa forma, ficou explicito que o jogo Torre de Handi proporciona aulas ludicas, mas
também tém o seu grau de teoria, e com esse estudo tedrico & possivel desenvolver

conhecimentos sobre contetdos e suas aplica¢des no dia a dia.
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CONSIDERACOES

A apresentacdo do jogo Torre de Hanoi aos alunos, proporcionou a eles um momento
de estudo sobre 0 mesmo, ou seja, uma investigacdo matematica, para que eles descobrissem
as formulas matemaéticas que sintetizam o funcionamento do jogo e também para que
descobrissem com quais contetdos matematicos o jogo se relaciona. Dessa forma, 0s
académicos puderam verificar com a prépria pratica que 0 jogo matematico € um instrumento
educativo que se bem explorado pode gerar formulas matematicas, contetdos e aplicacdes,
trabalhando assim a resolugdo de problemas de uma forma ludica. Entdo, conhecendo essa
metodologia de ensino, eles também poderdo aplica-la com seus futuros alunos,
proporcionando uma aula interessante, com atividades desafiadoras e que provavelmente sera
muito produtiva.

Portanto, ao longo desse trabalho fica explicito que o jogo Torre de Handi pode ser
considerado um 6timo instrumento pedagdgico, estimulando o raciocinio légico e
proporcionando o estudo de conteddos matematicos como funcdo exponencial e progressdo
geométrica. Dessa forma, acredita-se que essa pesquisa incentivard muitos professores e

futuros professores de matematica a usarem o jogo Torre de Han6i em sala de aula.
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