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Resumo: Apresentamos um recorte de uma pesquisa de iniciacdo cientifica na qual estudamos a
Modelagem Matematica na perspectiva da Educacdo Matematica e a Biologia Matematica. Discutimos
aqui modelos da Dindmica Populacional, que permitem fazer previsdes, tomar decisGes, explicar e
entender a evolucdo da populagdo mundial. Mais especificamente, abordamos os modelos de Malthus
e Verhulst, utilizando os dados populacionais fornecidos pela Organizacdo das Nagdes Unidas (ONU)
no periodo de 1950 a 2020, assim como estimativas para a populacdo mundial em 2050 e 2100. Os
dois modelos originam equac@es diferenciais ordinarias. A partir das solu¢Ges estimamos a populacéo
mundial e comparamos com os valores da ONU. O modelo de Malthus ajusta bem os dados de 1950 a
2000. Para o modelo de Verhulst foram consideradas como populagdo limite as estimativas da ONU
para 2050 e 2100. Nos dois casos os valores sdao proximos de 1950 a 1970 e menores nos anos
seguintes, ocorrendo erros que sdo maiores para a estimativa de 2050. A pesquisa em desenvolvimento
tem mostrado que a Modelagem Matematica pode e deve ser utilizada no ensino-aprendizagem de
Matematica por envolver uma variedade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e
ferramentas matematicas.

Palavras-chave: Dindmica populacional. Modelagem matematica. Equacdes diferenciais ordinarias.
Ensino e aprendizagem de Matematica.

INTRODUCAO

Como aluno do curso de licenciatura em Matematica e pensando na futura préatica
docente e na importancia de mostrar aos alunos as possibilidades de aplicacdo da Matematica
nas diferentes areas do conhecimento, estamos desenvolvendo um projeto de iniciacdo
cientifica no qual estudamos a Modelagem Matematica na perspectiva da Educacgéo
Matematica.

A Modelagem Matematica € um processo que envolve a obtengdo de um modelo e

demanda n&o apenas conhecimento matematico, mas também “intui¢ao e criatividade para
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interpretar o contexto, saber discernir que conteudo matemético melhor se adapta e também
ter senso ludico para jogar com as variaveis envolvidas” (BIEMBEGUT; HEIN, 2003, p. 12).

Obtido o modelo, a tarefa é resolvé-lo. Mesmo que se tenha obtido uma ou mais
equacOes e ndo seja possivel obter a solucdo da(s) mesma(s), procura-se obter o maximo de
informagdes qualitativas, que possam contribuir na explicagdo dos fendmenos envolvidos.

Segundo Bassanezi e Ferreira Jr. (1988), a Modelagem Matematica transforma
problemas da realidade em problemas matematicos e as solugdes devem ser interpretadas a
luz dos dados reais, que ndo sdo somente das Ciéncias Exatas, mas também dados das
Ciéncias Humanas e Biologicas. “A modelagem eficiente permite fazer previsdes, tomar
decisOes, explicar e entender; enfim, participar do mundo real com capacidade de influenciar
em suas mudangas” (BASSANEZI, FERREIRA JR., 1988, p. 7). Muitos dos problemas reais
ja resolvidos utilizando a Modelagem Matematica contribuiram para o avanco da Medicina,
Biologia, Engenharia, Economia, entre outras areas.

A Modelagem Matematica na perspectiva da Educacdo Matematica consiste de “[...]
um conjunto de procedimentos cujo objetivo € estabelecer um paralelo para tentar explicar,
matematicamente, os fendmenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a fazer
predicdes e a tomar decisdes” (BURAK, 1992, p. 62).

Em outras palavras, um conjunto de procedimentos

[...] significa algo unido, conjugado, contiguo de agdes, caminhos a
empreender com vista a um objetivo. Além disso, estabelecer um paralelo
significa algo anéalogo, isomorfo, equivalente; e tem-se fendmenos presentes
no cotidiano, considerando aquilo que é percebido pelo individuo, neste caso
0 estudante, que favorecem, ou seja, possibilitam fazer predigdes, realizar
um progndstico, diagnéstico pelo estudante e que permitem tomar decisdo,
isto é, favorecem deliberar, ou estar desembaragados diante de uma decisdo.
Para que isso ocorra, alguns encaminhamentos sdo sugeridos, contudo, é a
situacdo que mostrard a conveniéncia ou ndo da sua adogdo (BURAK;
KLUBER, 2013, p. 36).

Trata-se de uma estratégia de ensino-aprendizagem que pode estimular a busca por
conhecimento, levando o aluno a adquirir conceitos que ele ainda ndo conhece, a partir de
situagdes do seu cotidiano, ampliando cada vez mais 0 seu conhecimento matematico. Assim,
ao adotar a modelagem ¢ importante partir do interesse dos alunos dado que “[...] o interesse
pela atividade esta diretamente relacionado & motivagdo intrinseca e ganha forca também no
contexto que nutre tanto o interesse como a motivagdo” (BURAK; KLUBER, 2013, p. 36).

Isso posto, considerando o interesse do licenciando pela Biologia optamos por

desenvolver o projeto de iniciacdo cientifica “Modelagem Matematica como estratégia de
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ensino-aprendizagem e a Biologia Matematica”, abordando modelos que envolvem as
EquacBes Diferenciais Ordinarias. Mais especificamente, foi estudado: quantidade de
bactérias de uma cultura, a idade de uma arvore ou fossil, crescimento de uma célula,
absorcéo de drogas e de alcool, crescimento de uma célula, difusdo de moléculas através da
membrana celular, crescimento especifico, despoluicdo de lagoas, digestdo de ruminantes e
crescimento de uma populacéo, o tempo de dosagem e absorcdo de uma droga ou remédio por
um organismo, e até mesmo determinar qual o melhor e mais eficiente remédio ou método
para o tratamento de um cancer, entre outros.

Dos modelos estudados, o que mais nos interessou foi a “Dinamica Populacional”, que
apresentamos neste trabalho. Mais precisamente, abordamos os modelos de Malthus e
Verhulst para analisar o comportamento e crescimento populacional mundial ao longo da

historia, a fim de obter resultados e analisa-los quanto a sua eficacia.

DINAMICA POPULACIONAL

E notavel que a humanidade vem crescendo cada vez mais e ocupando o planeta.
Entretanto, o crescimento ndo tem sido o mesmo nas diferentes épocas da historia. A
populacdo mundial aumentou lentamente por ocasido das economias agricolas pré-industriais,
quando o coeficiente de natalidade e o de mortalidade eram elevados, devido a epidemias,
inanicdo e guerras (YUNES, 1971). O crescimento foi maior em determinadas épocas,
impulsionado por eventos e descobertas, como durante a Revolucao Industrial, que produziu
enorme progresso no conhecimento cientifico proporcionando o controle de muitas doengas
endémicas. Por sua vez, ha periodos de declinio como o periodo entre guerras ou periodo em
gue ocorrem epidemias ou escassez de alimentos nas diferentes regides do planeta.

Segundo Alves (2016), o mundo alcancou 1 bilhdo de habitantes, aproximadamente,
no ano de 1800. Duplicou para 2 bilhGes em 1927. Na virada do milénio, no ano 2000, atingiu
a cifra de 6 bilhdes de pessoas e chegou a 7 bilhdes em 2011.

Com o avango da Ciéncia nos ultimos trés séculos, comecaram a surgir teorias e
estudos referentes ao crescimento populacional, questionando alguns aspectos. Um deles é a
capacidade que o proprio planeta teria para abrigar e fornecer recursos para as geracoes
futuras, o que impulsionou o estudo sobre o crescimento populacional das civilizagdes, desde
o levantamento de dados sobre determinada populacéo até projecdes e estimativas sobre a sua
variagcdo. Os primeiros estudiosos a formalizarem teorias e estudos foram Thomas Robert
Malthus (1766-1834), matematico e economista, e Pierre Frangois Verhulst (1804 — 1849),
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matematico. Utilizando as equacges diferenciais eles construiram modelos matematicos para o
crescimento populacional.

Impulsionado pelas teorias que ja circundavam o crescimento exponencial aplicado as
estatisticas populacionais, Malthus, considerado o pai da Demografia, iniciou em 1798 os
primeiros estudos sobre a dindmica das populagdes, ao notar que entre os anos de 1785 e
1790, a populagdo havia dobrado por conta do aumento da producdo de alimentos e também
pela melhoria e aperfeicoamento ao combate de doencgas e saneamento basico nas grandes
cidades, gracas a Revolucao Industrial. Esses fatores contribuiram significativamente para que
ocorresse uma diminuigdo da taxa de mortalidade e um aumento na taxa de natalidade.

Sendo P = P(t) a populagdo de um pais em um instante t, “[...] a Lei de Malthus
estabelece que os nascimentos e as mortes sdo proporcionais ao tamanho da populacédo e ao
tamanho do intervalo [...] (BASSANEZI; FERREIRA JR, 1988, p. 48). Considerando essa lei
e sendo o ¢ P as taxas de natalidade e mortalidade, respectivamente, chegamos na seguinte
equacao diferencial:

d
&L @-pp @

dt

Lembrando o significado de uma derivada, a equagdo acima representa que “a taxa de
variacdo de uma populacdo é proporcional a populacdo em cada instante (BASSANEZI;
FERREIRA JR, 1988, p. 49).

A equacao (1) pode ser resolvida utilizando a técnica de separacdo de variaveis. Se P,
é a populacdo inicial, isto €, a populacdo quando o instante for t = 0, e se chamarmos de 1 a
constante dada por (a« — £8), obtemos a solucéo geral:

P(t) = Pe™, P(0) =Py (2)

Essa solugdo tem comportamentos distintos, dependendo do valor da constante A.

Se a = 3, ou seja, as taxas de natalidade e mortalidade sdo iguais, ndo ha variacdo na
populacdo, mantendo-se constante. Se a > f, a taxa de natalidade € maior que a de
mortalidade e a populagdo cresce exponencialmente. Por fim, se a <, a taxa de
mortalidade € maior que a taxa de natalidade, acarretando o declinio da populacéo, tendendo a
extingdo, a medida que o tempo t varia.

Entretanto, segundo Bassanezi e Ferreira Jr. (1988), as teorias malthusianas somente
se aplicavam para popula¢Ges em paises subdesenvolvidos e em curtos periodos de tempo,
guando as taxas de mortalidade e natalidade eram numericamente préximas. Por conta disso,
para estudar os efeitos da superpopulacéo e até mesmo o crescimento de grandes quantidades

populacionais, 0 modelo se mostrava ineficiente.
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Com base nisto, em 1837, Verhulst propds seu modelo populacional, publicando a
conhecida equacdo logistica, segundo a qual, a populagdo de uma certa espécie, vivendo em
um determinado meio, atinge um limite de saturacdo, isto &, o limite populacional, indicado

por P, = 7}im P(t), representando 0 quanto uma populacdo consegue crescer mediante a

demografia e os recursos naturais disponiveis. A equagdo “[...] considera ainda que a variagdo
de populagdo esteja sujeita a um fator de proporcionalidade inibidor. Ou seja, € preciso que a
equacdo incorpore a queda de crescimento, a medida que a populagao cresce” (BASSANEZI,
FERREIRA JR., 1988, p. 49). Isto posto, a equacao é

ap

— = P.f(P) com f(P) =/1(

dat

Poo—P
Poo

)e/1>0.

Assim, a equacao de Verhulst é
d—P=)1P<1—£> 3
dt P,
O diferencial do modelo de Verhulst em relacdo ao modelo de Malthus é a taxa de
crescimento, que decresce linearmente com a populacao, e tende a zero quando t — oo.
Resolvendo a equacdo diferencial (2) pelo método de separacdo de variaveis, obtemos

a solugdo geral

P(t) = po—2—— (4)

%’—1]e-“+1
Para analisar os dois modelos utilizamos dados do crescimento populacional mundial a
partir do ano de 1950, apresentados na Tabela 1, disponiveis no documento “Perspectivas
Mundiais da Populagio 2019: Destaques™, publicado pela Divisdo de Populagio do
Departamento da Organizacdo das Nacbes Unidas (ONU), de Assuntos Econémicos e Sociais

que oferece um abrangente panorama global de padr@es e perspectivas demogréaficos.

Tabela 1 — Populacdo Mundial, segundo a ONU

Ano Mundo (mil)
1950 2536431
1955 2773020
1960 3034950
1965 3339584
1970 3700437
1975 4079 481
1980 4 458 004
1985 4 870 922
1990 5327231
1995 5744 213

! Disponivel em: <https://population.un.org/wpp/>. Acesso em: 23 jun. 2019

Comunicaces Cientificas Péagina 5



Anais do XV Encontro Paranaense de Educagdo Mateméatica — EPREM
ISSN 2595-5578

2000 6 143 494
2005 6 541 907
2010 6 956 824
2015 7379797
2020 7794799

Fonte: <https://population.un.org/wpp/Download/Standard/Population/>. Acesso em: 22 jun. 2019.

O estudo considerou que a populacdo mundial deve crescer em 2 bilhdes de pessoas
nos préximos 30 anos, passando dos atuais 7,7 bilhdes de individuos para 9,7 bilhdes em
2050, devendo ficar proxima de 11 bilhdes de habitantes no final do seculo XXI. As previsoes
para os anos de 2050 e 2100 foram consideradas como o limite populacional (P,,).

Os dados fornecidos na Tabela 1 foram utilizados nas solucdes das equaces (1) e (3),
considerando nos dois casos P, = 2.536.431.000 e t, = 1950.

Para o modelo de Malthus, a constante de proporcionalidade A foi obtida
considerando, em (2), P, = P(0) = 2.536.431.000, P(5) = 2.773.020.000 e t = 5. Ou seja,

2.773.020.000 = P(5) = 2.536.431.000P,e>*

2.773.020.000 _
2.536.431.000 °
In(1,09327634) = 51

A=0,0178358
Com esses valores obtemos para 0 modelo de Malthus a solugéo geral:
P(t) = 2.536.431.000¢0-0178358¢

Para 0 modelo de Verhulst foram considerados dois casos, P, = 9,7.10°, referente a

51

projecdo para o ano de 2050, e P, = 1,1.10%°, para o ano de 2100. A constante de
proporcionalidade A foi obtida, nos dois casos, a partir dos dados da ONU para o ano de 1955.
Assim, no primeiro caso, em que P, = 9,7.10%, temos:
9,7.10°

P(5) =
—1]e=s2+1

[ 9,7.10°
2.536.431.000

9,7.10°
[2,824271191]e%5 + 1

A partir dessa igualdade, A = 0,02455269 e, nesse caso, a solucdo geral €

2.773.020.000 =

9,7.10°
[2,824271191]e—0,02455269¢t 11"

P(t) =

Para 0 segundo caso tomamos P,, = 1,1.10° e trabalhamos novamente com o valor

fornecido pela ONU para a populacéo de 1955. Assim,
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p(s) — 1,1.10%
[ 5t 41
2.536.431.000

1,1.10%°

2.773.020.000 =
[3,336802381]e5% + 1

Desenvolvendo a expressdo acima obtemos A = 0,025368829, de modo que no
segundo caso a solucdo geral da equacdo (3) é

1,1.10%°
[3,336802381]¢~0,025368829t 1

Utilizando o Microsoft Excel® calculamos os valores de P(t) para 0 modelo de

P(t) =

Malthus e os dois casos do modelo de Verhulst e comparamos com o0s dados reais,
apresentados na Tabela 1.
Os resultados obtidos e os erros percentuais correspondentes para 0 modelo de

Malthus séo apresentados na Tabela 2, a seguir.

Tabela 2 — Resultados obtidos a partir do modelo de Malthus

Ano Mundo (mil) Valor encontrado Erro (%)
1950 2536 431 2536 431 000 0
1955 2773 020 2773019 988 -0,0000004
1960 3034 950 3031677 131 -0,1078393
1965 3339584 3314 460 863 -0,7522834
1970 3700 437 3623621 626 -2,0758460
1975 4079 481 3961619 771 -2,8891231
1980 4 458 004 4 331 145 145 -2,8456425
1985 4 870 922 4735 138 492 -2,7876346
1990 5327 231 5176 814 858 -2,8235333
1995 5744 213 5659 689 176 -1,4714605
2000 6 143 494 6 187 604 241 0,7179993
2005 6 541 907 6 764 761 289 3,4065646
2010 6 956 824 7 395753 431 6,3093364
2015 7379 797 8 085 602 208 9,5640193
2020 7 794 799 8 839 797 550 13,4063566

Fonte: os autores

2 O Microsoft Excel é a versdo oficial do popular editor de planilhas da Microsoft. O programa possui uma interface
intuitiva e capacitadas ferramentas de calculo e de construgdo de graficos Excel. Informacdes disponiveis em:
<https://www.techtudo.com.br/tudo-sobre/microsoft-excel-para-ipad.html>. Acesso em: 28 jun. 2019.
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Nas Tabelas 3 e 4, respectivamente, estdo os valores encontrados para 0 modelo de
Verhulst, casos 1 e 2, considerando respectivamente, P, = P(2050) =9,7.10° e P, =
P(2100) = 1,1.10%°,

Tabela 3 — Resultados obtidos a partir do modelo de Verhulst considerando

P, = P(2050) = 9,7.10°

Ano Mundo (mil) Valor encontrado Erro (%)
1950 2536431 2 536 431 000 0

1955 2773020 2773020113 0,0000041
1960 3034950 3022 366 664 -0,4146143
1965 3339584 3283 506 245 -1,6791838
1970 3700 437 3555 196 238 -3,9249624.
1975 4079 481 3835927 443 -5,9702094
1980 4 458 004 4123 948 940 -7,4933773
1985 4870922 4 417 305 978 -9,3127343
1990 5327 231 4713 889 591 -11,5133248
1995 5744 213 5011 495 481 -12,7557512
2000 6 143 494 5307 888 824 -13,6014648
2005 6 541 907 5600 870 988 -14,3847354
2010 6 956 824 5888 343 979 -15,3587330
2015 7379797 6 168 368 660 -16,4154697
2020 7 794 799 6 439 213 441 -17,3908982

Tabela 4 — Resultados obtidos a partir do modelo de Verhulst considerando a

Fonte: os autores

P, = P(2100) = 1,1.10%°

Ano Mundo (mil) Valor encontrado Erro (%)
1950 2536 431 2 536 431 000 0

1955 2773020 2773019994 -0,0000002
1960 3 034 950 3 044 255 497 0,3066112
1965 3339584 3331278542 -0,2486974
1970 3700 437 3633005423 -1,8222598
1975 4079 481 3947 991 653 -3,2231881
1980 4 458 004 4274 442 085 -4,1175808
1985 4870922 2773019994 -5,3518196
1990 5327 231 4 952 988 624 -7,0250826
1995 5744 213 5300 083 746 -7,7317685
2000 6 143 494 5648 780 725 -8,0526371
2005 6 541 907 5996 284 877 -8,3404139
2010 6 956 824 6 339 839 530 -8,8687664
2015 7379797 6 676 812 483 -9,5257975
2020 7794 799 7004 774 244 -10,1352807

Fonte: os autores
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Com os dados calculados, utilizamos novamente o Microsoft Excel para compara-los
graficamente.

A Figura 1 apresenta a comparacgdo grafica entre os valores reais e aqueles encontrados
utilizando o modelo de Malthus. E possivel observar que no periodo de 1950 a 2000 os dados
obtidos sdo muito proximos dos reais. A diferenca aumenta a partir de 2005, chegando a um
erro de aproximadamente 13,4% em 2020.

—e—Real —e—Malthus

Populagio (Milhtes)

1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030
Tempo (Anos)

Figura 1 — Comparacao entre os valores reais e 0s obtidos através do modelo de Malthus
Fonte: os autores

Os dados obtidos confirmam o que aponta a literatura, “[...] o modelo malthusiano
falha pelo fato de prever crescimentos populacionais cada vez maiores, 0 que ndo representa a
realidade” (BASSANEZI; FERREIRA JR., 1988, p. 49).

A comparacdo entre os dados reais e aqueles obtidos nos dois casos do modelo de
Verhulst esta nas Figuras 2 e 3, que também foram elaboradas utilizando o Microsoft Excel.
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—e—Real =—e— Verhulst- 2050
9E+09

SE+09
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g €

wn
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Populagio (Milhtes)

W
(0]
&
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2E+09
1E+09

0

1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030
Tempo (Anos)

Figura 2 — Comparacao entre os valores reais e 0s obtidos através do modelo de Verhulst,
considerando P,, = P(2050)
Fonte: os autores

—e—Real —e—Verhulst- 2100
9E+09

SE+09
TE+09
6E+09
5SE+09

AE+09

Populagiio (Milhdes)

3E+09
2E+09
1E+09

0
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030
Tempo (Anos)

Figura 3 — Comparag&o entre os valores reais, e 0s obtidos atraves do modelo de Verhulst,
considerando P, = P(2100)
Fonte: os autores

Comunicaces Cientificas Pagina 10



Anais do XV Encontro Paranaense de Educagdo Mateméatica — EPREM
ISSN 2595-5578

E possivel observar que a aproximacio é melhor no caso 2, em que se considera P, =

P(2100). Nos primeiros vinte anos os valores sdo proximos, mas passam entdo a se distanciar,
atingindo 17,39% de erro em 2020. Esses resultados também confirmam o que aponta a literatura,

“[...] a0 examinarmos o crescimento populacional na terra, temos um
comportamento diferente dos modelos que indicam uma populagdo limite.
Ocorre que P,, é constante ao longo de determinados periodos da Historia,
aumentando seu valor com o progresso da populagdo. Assim, antes do
advento das ferramentas (até aproximadamente 10.000 anos atrds, P, =
107, passando a P,, = 108 com a Revolugdo Agricolae a P, = 5.10°
com a Revolucdo Industrial (BASSANEZI; FERREIRA JR., 1988, p.
53).

CONCLUSAO

O estudo em desenvolvimento tem mostrado que a Modelagem Matematica pode e
deve ser utilizada no ensino-aprendizagem de Matematica por envolver ndo apenas
conhecimento matematico, mas também de outras areas, bem como intuicdo e criatividade.
Trata-se de uma estratégia que permite relacionar a realidade a representacdes (tabelas,
figuras e esquemas) que contribuem para o desenvolvimento de:

[...] competéncias e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e
argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de
conjecturas, formulagdo e a resolucdo de problemas em uma variedade de
contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas
matematicas (BRASIL 2018, p. 266).
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