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Resumo: O presente trabalho relata o processo de elaboracdo e implementacdo de uma tarefa
matematica em uma turma de engenharia na disciplina de Célculo Diferencial e Integral I. Insere-se no
contexto de um ambiente de ensino e de aprendizagem em que 0s estudantes assumem um papel ativo
no trabalho com tarefas matematicas que possibilitem explorar intuitivamente conceitos, para que, a
partir de discussdes realizadas em conjunto com o docente, possam ser sistematizados e formalizados.
A tarefa aqui apresentada foi elaborada no intuito de possibilitar a exploragdo de ideias que
circunscrevem o conceito de convergéncia de uma sequéncia numérica. Buscamos, no relato de como
a tarefa foi implementada, ilustrar o0 modo como esse trabalho possibilitou a sistematizacdo de
conceitos e a elaboragéo da definicdo formal de convergéncia.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Ensino de Calculo Diferencial e Integral. Tarefas
matematicas. Sequéncias Numéricas.

INTRODUCAO

A aprendizagem da Matematica, para muitos estudantes, se mostra um processo
“arduo”, fazendo que limitem suas agdes a apenas reproduzir processos em vez de aplicar
conceitos. Nao é diferente no caso do Calculo Diferencial e Integral (CDI), diversas sdo as
dificuldades dos estudantes nessa disciplina uma vez que serem “expostos” a conceitos,
demonstracfes e aplicacbes ndo é garantia de que estejam aprendendo ou se sentindo
motivados/interessados pela disciplina. Em uma espécie de “critica acida”, Rasmussen,
Marrongelle e Borba (2014, p.508) apontam que “muito ja se sabe sobre as dificuldades
apresentadas por estudantes na disciplina de Calculo” e, diante disso, questionam: “em que

dire¢do precisamos ir?”.
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Nessa direcdo, nossa proposta de trabalho na disciplina de Matemaética (em especial,
de CDI) envolve a organizacdo de ambientes de ensino e de aprendizagem de Matematica
pautado em episddios de resolucdo de tarefas (COUTO; FONSECA; TREVISAN, 2017;
COUTO; TREVISAN, 2017; TREVISAN; MENDES, 2018). Quando nos referimos a
organizagdo desses ambientes, assumimos que ele leve em conta nossas condigOes reais de
ensino. Assim, estamos considerando ambiente como todo o contexto que circunscreve nosso
trabalho (os estudantes e suas expectativas, 0s materiais didaticos, o espaco fisico e a
infraestrutura, o professor e suas concepcdes) e suas condicdes reais.

Embora tenhamos uma sala de aula heterogénea (tanto em termos do conhecimento do
nosso estudante, quanto das suas expectativas frente a disciplina de CDI) e um plano de
ensino bastante extenso a cumprir - condi¢cdes com as quais, em geral, todo professor se
depara - intentamos que nossos estudantes tenham participacéo ativa no desenvolvimento do
trabalho pedagdgico, envolvam-se com as tarefas propostas e elaborem conhecimento
matematico inerente ao curso.

Apresentamos na Figura 1 um esquema que ilustra 0 modo como estamos pensando a
organizacdo de nosso ambiente de ensino e de aprendizagem de Matematica, cujos detalhes
sdo apresentados no trabalho de Ramos (2017). Nele, buscamos que 0s estudantes possam
trabalhar com tarefas matematicas que possibilitem a eles explorar intuitivamente novos
conceitos que, por meio de discussfes matematicas em conjunto com o docente, possam ser
sistematizados e formalizados. Ponte (2017) argumenta que, em oposicdo a um modelo de
aula que pressupde a exposicao de conceitos e uma pratica que conduz a memorizagdo acritica
e mecanizacdo, tanto a investigacdo em Educacdo Matematica quanto a préatica profissional

apontam os momentos de discussdes matematicas como essenciais para a compreensdo dos

estudantes.
Tarefas que
antecedem os
conceitos centrais
L da disciplina
Organizagéo de Ambientes em
nossos contextos de N~ /I\ / condiBes reais de
aplicacéo ensino
Ambiente de
Aprendizagem em
episodios de
resolucéo de tarefas
Em alguns momentos do Participacao ativa dos
curso podemos “langar /4 \ estudantes na elaborag&o
mao” de um momento do conhecimento
para resolver as tarefas matematico

Figura 1 - Elementos do ambiente de ensino e de aprendizagem
Fonte: Ramos (2017, p.33).
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As tarefas nesse contexto devem ser pensadas a fim de desencadear discussdes que
levam a elaboracédo de conceitos. O termo tarefas é tomado no sentido de Ponte (2014, p. 14),
como “elementos organizadores de quem aprende, sendo em sua maioria propostas por
professores e, uma vez propostas, devem ser interpretadas pelos alunos podendo originar
atividades diversas”. O autor ressalta que a nocdo de tarefa ndo apresenta muito interesse
quando baseada na exposi¢do magistral do professor e que, em contrapartida, a valorizagcdo do
papel ativo do aluno na aprendizagem é fundamentada nessa nogdo, sendo as tarefas o
elemento organizador da atividade de quem aprende.

Nessa perspectiva, Ferreira, Ciani e Oliveira (2014, p.121-122) apontam que as tarefas
“podem propiciar, mais fortemente, aos estudantes produzir conhecimentos a partir de
situacOes ja conhecidas, familiares, imaginaveis, com as quais possam produzir significado e,
consequentemente, aprender matematica”.

No caso da disciplina de CDI, respaldamo-nos nas ideias de Weigand (2014) que
sugere o estudo de sequéncias como precursor do ensino de limites, derivada e integral,
viabilizando que um novo contetdo possa ser explorado partindo do intuitivo, sem que o
professor precise apresentar uma defini¢cdo formal primeiramente, deixando a sistematizacéo
para um segundo momento. Consideramos, na organizagdo de nosso ambiente, que
explicacbes de novos conceitos ndo precedam as tarefas, possibilitando aos estudantes
elaborar livremente suas estratégias para a resolucdo, mobilizando diferentes conhecimentos e
representacdes. Assumimos também, em nosso ambiente, uma estrutura curricular “ndo usual”
para a disciplina de CDI, com conteidos presentes na ementa da disciplina organizados em
formato de espiral, associado a metodologia de trabalho com episodios de resolucdo de tarefas
(TREVISAN; MENDES, 2017).

O estudo de sequéncias numéricas ¢ nosso “ponto de partida” na disciplina de CDI,
pois possibilita que o trabalho com tarefas, ndo precedidas da apresentacdo formal de
defini¢cdes, permite que os estudantes, ao trabalharem em grupos heterogéneos, “lancem mao”
de conceitos com os quais tiveram contato na Educagédo Baésica.

Roh (2008) ressalta que muitos conceitos matematicos dependem da nocéo de limite e
0s equivocos apresentados pelos estudantes, ao ndo conceberem processos infinitos, somente
finitos, na resolucéo de tarefas que envolvam tal conceito, acarreta na falta de compreenséo
do processo e linguagem de infinito. Isso gera uma confusdo quanto ao limite de uma
sequéncia ou funcdo, apenas como processos de aproximacdo, ndo levando em conta, por
exemplo, o comportamento de uma sequéncia constante, a qual ndo modifica a sua

aproximacédo em seu dominio.
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Entendemos que o estudo de sequéncias numéricas e sua convergéncia requerem que
conceitos matematicos e ideias inerentes a estes conceitos, que circunscrevem seu estudo,
sejam desenvolvidos para a elaboracdo de uma definicdo formal, tais como: (i) diferenca entre
0s termos da sequéncia; (ii) monotonicidade; (iii) comportamento em longo prazo; (iv) limite
poder ser ou ndo atingido; (v) subsequéncias; (vi) proposicdo a partir do n,; (vii) unicidade de
limite. Tais ideias e conceitos foram trabalhados em episddios anteriores por nossas tarefas.

Apresentamos no presente trabalho o relato do processo de elaboracéo e adaptacéo de
uma tarefa aplicada nas aulas de CDI, na qual a primeira autora era a professora responsavel
pela turma. O estudo e desenvolvimento de tarefas matematicas envolvendo sequéncias
numéricas foram realizados pelos autores deste artigo, em conjunto com participantes de um

grupo de estudos vinculado a um Programa de Mestrado em Ensino de Matematica.

APRESENTACAO DA TAREFA

A tarefa discutida neste artigo foi trabalhada pelos estudantes de um curso de
Engenharia de uma Universidade Federal que, no decorrer de seu curso de CDI 1, tiveram a
oportunidade de explorar conceitos centrais do curso a partir do trabalho com episodios de
resolucdo de tarefas, em especial o estudo de sequéncias numéricas e sua convergéncia como
desencadeador do conceito de limite de uma funcdo (apresentado na pesquisa de Ramos
(2017)), bem como o quociente de diferengas para a sistematizacdo do estudo de derivadas,
apresentado na pesquisa de Fonseca (2017), além do trabalho com tarefas envolvendo o
conceito de integral (TREVISAN; GOES, 2016; TREVISAN; GOES, 2017).

O plano de ensino foi organizado de modo a possibilitar o trabalho com pressupostos
de nosso ambiente de ensino e de aprendizagem (TREVISAN; MENDES, 2017). Iniciamos o
curso com o estudo de sequéncias numéricas, com tarefas que possibilitaram o
desenvolvimento de conceitos, partindo de exploragdes intuitivas, rumo & sistematizacéo e
elaboracgéo de defini¢bes formais, a partir de discussdes coletivas entre estudantes e docente.

A tarefa selecionada para este artigo foi adaptada da pesquisa de Roh (2008), e teve
como objetivo que os estudantes estabelecessem uma relacdo entre 0 n, e ¢ (dependéncia
matua) e a arbitrariedade do ¢, elementos necessarios a elaboracdo de uma defini¢do formal
do conceito de convergéncia de uma sequéncia numérica Apresentamos no Quadro 1 a tarefa

proposta.
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1.Vocé esta recebendo algumas “tiras” de largura
constante, com uma linha ao centro para marcar
um suposto “limite”, no caso da sequéncia ser
convergente.

a) Para cada sequéncia a seguir, e para cada tira que
receber, analise como se distribuem os pontos do
gréafico da sequéncia, em relacgdo a tira (se estdo dentro
ou fora).

b) O que significa dizer que uma sequéncia é
convergente, em termos do comportamento observado
no item anterior?

i)a,=1/n

R S R S S S S PR

i) a, = vn

iii) a, =(-1)"(1+1/n)

. 1,senépar
iV)g =
0,sen éimpar

2 13 w1 RN

2. Considere a sequéncia a, =1/n.

a) Tomando uma tira de semi-largura 0,25, a partir de
qual termo da sequéncia podemos garantir que todos
o0s termos subsequentes fiqguem dentro da tira?

b) Tomando uma tira de semi-largura 0,10, a partir de
qual termo da sequéncia podemos garantir que todos
0s termos subsequentes fiquem dentro da tira?

¢) Tomando uma tira de semi-largura 0,01, a partir de
qual termo da sequéncia podemos garantir que todos
0s termos subsequentes fiqguem dentro da tira?

3. Refaga a questdo anterior para as sequéncias
a,=10/nea, =1+3/n’.

Quadro 1 - Tarefa proposta.
Fonte: Ramos (2017, p. 79).

Nossa tarefa objetivou trazer elementos que permitissem realizar uma sistematizagéo

de conceitos anteriores, e aproximar 0S conceitos provisorios de convergéncia de uma
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sequéncia numerica de sua definicdo formal. Em sua realizacdo contamos com 45 estudantes
que foram divididos em 15 grupos.

Em sua aplicagdo foi destinado um tempo para que 0S grupos analisassem as
sequéncias e indicassem a partir de qual termo os subsequentes ficariam dentro das “tiras”. O
desenvolvimento da tarefa objetivou desencadear discussdes coletivas sobre a unicidade de
limite, visto que, ao trabalhar com tiras transparentes de espessuras diferentes ndo englobava
dois limites. Apresentamos na Figura 2 uma representacdo dos grupos trabalhando com a

tarefa.

Figura 2 - Um dos grupos trabalhando com a tarefa
Fonte: Ramos (2017, p. 80).

Os grupos exploraram e analisaram todos os itens que compunham a tarefa, depois de
um tempo destinado a sua exploracdo e levantamento de estratégias para sua resolucédo, a

notacdo que garante a convergéncia de uma sequéncia numeérica fora sistematizada.

ALGUNS RESULTADOS OBSERVADOS

Uma defini¢cdo apresentada pelos grupos no desenvolvimento da tarefa enunciava
que “Uma sequéncia é convergente se a partir de um "n" positivo todos os termos ficam
dentro de uma tira de qualquer largura”. Desse contexto, pudemos destacar algumas
producdes escritas de outros grupos, das quais trouxemos a da Figura 3. Ressaltamos que tal
producdo, para chegar a uma definicdo, precisava ser refinada, pois, a relacdo entre 0 n, e ¢
(dependéncia mutua) e a arbitrariedade doe, elementos necessarios a elaboracdo de uma
definicdo formal do conceito de convergéncia de uma sequéncia numérica, ainda ndo

chegaram a ser explicitados pelos alunos, neste momento. Contudo, apresentaram
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corretamente a indicacdo de n, um elemento importante na sistematizacdo da definicéo

formal.
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Figura 3 - Definicdo provisoria
Fonte: Ramos (2017, p. 81).

O desenvolvimento da tarefa possibilitou aos estudantes a sistematizacdo do conceito
de convergéncia o que, posteriormente, desencadeou uma discussdo a respeito do limite de
uma funcdo. Sua aplicacdo fora exitosa, porém seu desenvolvimento possibilitou o que
intentamos com sua aplicagdo. Apresentamos na Figura 4 a fim de exemplificar o tipo de
producéo desenvolvida pelos grupos.
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Figura 4 - Indexacéo do n,
Fonte: Ramos (2017, p. 81).

Depois de um tempo destinado as discussfes entre 0s grupos e a exploracdo de todos
os itens da tarefa, sempre com o cuidado de se levar em conta as representacfes/estratégias
dos alunos na resolucgéo, a notacdo formal para a garantia da convergéncia foi apresentada a
turma, tal como segue:

Uma sequéncia é convergente, ou seja, existe lim,_,., a,= L, Se, para qualquer tamanho
de tira, existe uma posicdo tal que, para todos os pontos apds n,, todos os pontos fiqguem

dentro da tira. Expandindo a simbolizagdo de nossa defini¢ao, temos: existe /im,_,,, a,=L, Se,

dado &> 0 existe n,> 0 tal que, para todo »n >n,, temos |a,- L|<e, ou seja, L- & < a,<L +&.
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Nesse momento, organizamos em conjunto com a turma a definicdo formal de uma sequéncia

numérica convergente. Para exemplificar o que foi desenvolvido em conjunto, tomamos a
A - 10 ~ .
sequéncia a,=—, e entao fizemos

|im9=o

n—o0 n

a, - Lj<e

. . . 10 .
Assim, concluimos que bastaria tomar n,= \/; uma vez que a partir deste n,, todos o0s

pontos da sequéncia estariam dentro da tira de largura «.
De maneira geral, o desenvolver das tarefas propiciou aos estudantes total interacdo
entre grupos e docente. A cada nova descoberta na resolucdo das tarefas, esse fato se tornava

mais notério.
CONSIDERACOES FINAIS

Este texto procurou relatar o processo de elaboracdo e adaptacdo de uma tarefa
aplicada nas aulas de CDI envolvendo sequéncias numéricas. O desenvolvimento de tarefas a
partir do trabalho em grupos, tomando pressupostos de um ambiente de aprendizagem
pautado em resolucdo de tarefas, possibilitou aos estudantes explorar de forma intuitiva
conceitos centrais do curso de CDI. O modo como a tarefa foi organizada possibilitou que
apresentassem diferentes estratégias para sua resolucdo, o que desencadeou discussdes
matematicas que, sistematizadas pelo professor, levaram a elaboracdo de defini¢bes formais
do CDI.

Em especial, a tarefa apresentada possibilitou, posteriormente, uma sistematizacao do
conceito de limite de uma fungcdo tomando como ponto de partida o estudo do limite de

sequéncias numeéricas.
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O realizar de nossa proposta potencializou a participacdo dos estudantes na elaboragéo
de conceitos matematicos da disciplina, possibilitando uma participacdo ativa em todo
processo, com definicbes desenvolvidas em conjunto, com destaque em estratégias de
resolucéo e o processo de desenvolvimento.

Analisando o conjunto como um todo, da organizacdo ao desenvolver da proposta,
dentre potencialidades e limitagOes, trouxe contribuicdes para o desenvolvimento de
conceitos, oportunizou a elaboracdo e aplicacdo de estratégias na resolucdo das tarefas

auxiliando a elaboracéo de definices.
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