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Resumo:

Este artigo apresenta o relato de experiéncia de uma pratica pedagogica realizada em uma turma do
quarto ano de um curso de Licenciatura em Matematica de uma universidade paranaense envolvendo
0 conteudo de Sistemas de Equaces Lineares. Foi aplicado um instrumento didatico com sete questdes
relativas a Sistemas de Equagfes Lineares, contemplando abordagens algébrica, geométrica e
aplicagdes. As produgdes escritas discentes foram relatadas e interpretadas, buscando elencar
dificuldades e desafios no processo de resolucdo das questdes. Concluiu-se que a maioria dos
estudantes demonstrou dificuldades na interpretagdo geométrica de sistemas de equaces lineares 3x3
e na interpretacdo de enunciados que requerem a construcéo algébrica de um sistema linear, bem como
em aplicacOes de sistemas lineares. Contudo, na abordagem geométrica de sistemas 2x2 e quanto a
conhecimentos a respeito de métodos de resolu¢do dos mesmos, tais como processos de substitui¢do
ou adicdo, houve indicios que demonstram aprendizagens e compreensdes adequadas. Destaca-se
ainda que as questdes articulando aspectos algébricos, e geométricos envolvendo o tratamento de
sistemas de equacdes lineares colaboraram para ampliar compreensdes de conceitos matematicos, além
de fomentar reflexdes e conscientizacdo de percursos formativos pessoais e docentes.
Palavras-chave: Educacdo Matematica. Sistemas de Equagdes Lineares. Formacao Docente.

Introducéo

Sistema de Equacdes Lineares consiste em um conteddo relevante para a Matematica
e outros dominios cientificos, tais como a Biologia e setores industriais apresentando
aplicacdes diversas, e muitas delas pouco conhecidas. De pensamento algébrico a circuitos
elétricos temos os sistemas lineares como recurso tedrico-metodologico que favorecem ao
entendimento de fenémenos que ocorrem nos mais diversos contextos cientificos. Do GPS ao
balanceamento quimico, 14 estad de novo o sistema linear atuando. Assim, torna-se relevante
que o (a) futuro (a) professor (a) de Matematica tenha nocao das potencialidades cientificas
desse contelido matematico, para aléem de sua defini¢cdo e métodos de resolucéo.

Assim, neste relato, apresentamos uma experiéncia realizada em uma turma de quarto

ano de um Curso de Licenciatura em Matematica de uma universidade paranaense com
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questdes abordando sistemas de equacdes lineares, e uma analise descritivo-interpretativa de
dificuldades encontradas. Segundo Lajoie (2009, p. 45), existem duas perspectivas para a
palavra dificuldade: a primeira trata de dificuldades envolvidas com tarefas ou conceitos; isso
é chamado obstéculo ou barreira. A segunda incide em relagéo ao desconforto experimentado
por uma pessoa em uma situacdo complexa; isso é chamado de confusdo, problema.

Desse modo, propomos questbes contemplando contextos de representacdo e

compreensdo geomeétrica no intuito de explorar significados conceituais e mecanismos de
visualizacdo, 0s quais sdo coerentes com processos cognitivos associados ao pensamento

algébrico.
Aspectos algébricos, geométricos e aplicacdes de Sistemas de Equaces Lineares

Livros didaticos que abordam o conceito de sistemas de equacdes lineares raramente
trazem algum tratamento da parte geométrica, principalmente a de sistemas lineares 3x3.
Além disso, poucos apresentam problemas que promovam reflexdes a respeito desse contetido
matematico. Os métodos de resolugao sdo praticamente “decorados” pelos estudantes que,
muitas vezes, ndo tém noc¢do do que fazer com as respostas obtidas. Destacamos que:

Provavelmente o problema mais importante na Matematica é o da resolugédo
de um sistema de equag0es lineares. Mais de 75% de todos os problemas
matematicos encontrados em aplicacdes cientificas e industriais envolvem a
resolucdo de um sistema linear em algum estdgio. Usando métodos
modernos da matematica, é frequentemente possivel reduzir um problema
sofisticado a um simples sistema de equacdes lineares. Os sistemas lineares
aparecem em aplicagdes em areas como negdécios, economia, sociologia,
ecologia, demografia, genética, eletrdnica e fisica (LEON, 2011, p.1).

Um Sistema de Equacdes Lineares é definido como sendo uma colecéo finita de equacdes
lineares, que pode simplesmente ser denominado de sistema linear. Conforme Anton e Busby
(2006), “as variaveis de um sistema linear sdo denominadas incognitas” (p.59). Para
complementar tal explicacéo se faz necessario a definicdo matematica de uma equacéao linear,
a qual pode ser expressa na forma “a 1x1 + a 2X2 +...4+ @ nXn = b”, em que os coeficientes a,

az, .., an sdo constantes, mas nem todos nulos; ja X1, X2, .., Xn S0 ditas incognitas, e o termo

independente b é considerado uma constante. As incognitas ocorrem somente na primeira
poténcia e ndo aparecem como argumentos de funcbes trigonométricas, logaritmicas ou
exponenciais. No caso especifico em que b = 0, aix1 + a 2X2 +...+ a nXn = 0 é denominada

equacao linear homogénea.
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Considerando essas informacfes a respeito de sistemas de equacGes lineares,
adaptamos o instrumento de Bertolazi (2012), reduzindo-o para sete questdes, visando
investigar como 0s estudantes participantes entendem o conceito de sistemas de equacdes
lineares, suas abordagens e aplicacOes. Bertolazi (2012) abordou em sua dissertagédo o
conceito de sistemas de equacdes lineares e analisou a producgéo escrita dos participantes de
sua pesquisa segundo 0s processos matematicos de representacdo e abstracdo de Dreyfus
(1991).

A representacao e abstracéo sdo dois processos considerados eficientes por Dreyfus
(1991) para se construir e gerenciar pensamento matematico avancado. Em relacdo aos
processos relacionados a representacdo temos alguns possiveis de serem identificados, tais
como os processos de: definir, classificar, reconhecer e manipular simbolos, verificar,
modelar, visualizar. Quanto aos processos relacionados a abstracdo associam-se as
capacidades de generalizar, formalizar e sintetizar. Tais processos sao tidos como
fundamentais para se inferir a presenca de manifestacGes efetivas de pensamento matematico
avancado.

As Orientacbes Curriculares do Ensino Médio (OCEM) de 2006, sugerem
recomendacdes quanto ao tratamento matematico a ser desenvolvido em relacdo aos Sistemas
de Equacdes Lineares. Conforme tal documento,

No estudo de sistemas de equacdes, além de trabalhar a técnica de
resolucédo de sistemas, é recomendavel colocar a algebra sob o olhar da
geometria. A resolucdo de um sistema 2 x 2 de duas equagdes e duas
variaveis pode ser associada ao estudo da posicéo relativa de duas retas
no plano. Com operagGes elementares simples, pode-se determinar a
existéncia ou ndo de solugdes desse sistema, 0 que significa
geometricamente 0s casos de intersec¢do/coincidéncia de retas ou
paralelismo de retas. A resolugdo de sistemas 2 x 3 ou 3 x 3 também deve
ser feita via operacdes elementares (0 processo de escalonamento), com
discussao das diferentes situacGes (sistemas com uma Unica solucao, com
infinitas solucdes e sem solucdo). Quanto a resolucdo de sistemas de
equacdo 3 x 3, a regra de Cramer deve ser abandonada, pois é um
procedimento custoso (no geral, apresentado sem demonstracédo, e,
portanto de pouco significado para o aluno), que sé permite resolver os
sistemas quadrados com solugdo Unica. Dessa forma, fica também
dispensado o estudo de determinantes (OCEM, 2006, p.77-78).

E relevante destacar que esse documento OCEM (2006) ndo orienta ou sugere
tratamento matematico de carater geométrico para Sistemas de Equacfes Lineares 3x3, como
se faz para o sistema de ordem 2. Da citacdo anterior, o fato evidente consiste no reforgco do

tratamento algébrico para sistemas lineares de ordem 3, com énfase no processo de
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escalonamento. Defendemos a utilizacdo de atividades que requerem tratamento geométrico
aliado ao algébrico para oportunizar a ampliacdo de compreensao de conceitos e significados
a respeito desse tema, pois tais desenvolvimentos poderiam contribuir para minimizar
dificuldades durante os processos de ensino e de aprendizagem.

Aqui, em virtude do espaco do qual dispomos, enfocaremos o relato da aplicagdo das
questdes escolhidas, e apresentaremos uma andlise descritivo-interpretativa de registros
escritos obtidos de um grupo de dezoito participantes.

As questdes aplicadas aos participantes foram as seguintes:

| QUESTAO 01 |
Quando vocé pensa em Sistemas de Equagdes Lineares, que termos tém a ver com esse contetdo?
Assinale.

() Equacdes () Fragdes parciais

() Planos ( ) Matriz identidade

() Retas ( ) Construcéo de parabola

() lgualdades () Vetores

() Desigualdades ( ) Balanceamento quimico

() Determinante ( ) Escalonamento

() Matriz () Método de eliminacdo de Gauss
() Incégnitas () Posto de matriz

() Plano Cartesiano () Variaveis

() Relages de equivaléncia () Interseccéo de retas

() Geometria analitica ( )GPS

() Alocacéo de recursos ( ) Interpolacédo polinomial

() Matriz inversa ( ) Algebra linear

() Regra de Cramer () Analise de redes

() Pensamento algébrico () Método de eliminagdo de Gauss-Jordan
() Circuitos elétricos () Coordenadas cartesianas

Os termos dessa “Questdo 1” foram selecionados com a intencdo principal de
conhecer se o0s participantes possuem nocdes gerais da tematica, se compreendem termos
relacionados as aplicacdes do contetido em questdo, e se estabelecem relagdes entre conceitos

e contedos matematicos de diferentes disciplinas.

| QUESTAO 02 |
(A). Em quais épocas escolares vocé estudou Sistemas de Equagdes Lineares? Relate sua experiéncia
de forma detalhada sobre esse conteudo.

(B). Existe diferenca da abordagem da Educagdo Bésica para a do Ensino Superior sobre o contetdo
de Sistemas de Equagdes Lineares? Explique.

A “Questio 2 — item A” tem por objetivo resgatar lembrancas escolares, e por meio
desses relatos de vivéncias formativas se recordam detalhes a respeito da compreenséo pessoal

envolvendo o estudo de Sistemas de Equagdes Lineares. E por outro lado, se fomentam no
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“item B” conexdes que estabelecam diferencas quanto ao tratamento do conte(ldo em questao,
em diferentes etapas de formacdo, isto €, em contextos da Educacdo Basica e do Ensino

Superior.

| QUESTAO 03 |
O que é um Sistema de EquacGes Lineares?

A “Questio 3” tem por finalidade valorizar o processo de compreensao da definicao
do conceito matematico. Isso se configura como aspecto relevante no processo de ensino e de
aprendizagem matematica, uma vez que explicita elementos que permitem reconhecimento,
identificacdo e entendimento a respeito de caracteristicas matematicas pertinentes ao tema

proposto.

| QUESTAO 04 |
Quando se trata de Sistemas de EquacGes Lineares sdo considerados alguns métodos de
solucdo, tais como: substituicdo, comparacdo, adicdo, escalonamento, resolucdo matricial,
Regra de Cramer, entre outros. Relate suas ideias, experiéncias, dividas e compreensdes a
respeito desses métodos.

A “Questido 4” busca fomentar o desenvolvimento de pensamento matematico
avancado a luz de Dreyfus (2002), isto é, a capacidade de sintetizar, relacionar conceitos e
procedimentos, além de distinguir o entendimento de que situacdo e/ou segmento de ensino,

um método de resolucédo torna-se mais favoravel em detrimento de outro.

| QUESTAO 05 |
(POOLE, 2004, adaptado) Analise os graficos apresentados a seguir. Descreva a posicdo
apresentada pelas retas nas figuras que se seguem, e a partir dessa descri¢éo, considere que as
retas representem solucBGes de sistemas de equacdes lineares 2x2. Indique qual seria a
classificacdo do sistema: sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado
(SPI) e sistema impossivel (Sl). Justifique suas escolhas.

Figural Descricdo da Classificacéo Justificativa de
figura do Sistema sua escolha
Posicao das
retas

1 As figuras foram retiradas de POOLE, David. Algebra Linear. S&o Paulo: Thomson, 2004. p.58.
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A “Questao 5” aborda a discussdo da solucdo de sistemas de equacOes lineares 2x2
com enfoque em tratamento geométrico, quando envolve o estudo de variaveis continuas. E
comum tal apresentacdo geomeétrica em livros didaticos utilizando a representacédo de retas no
plano cartesiano. Entretanto, ndo ha discusséo de tal representacdo em contextos que abordam
o0 estudo de fendmenos relativos a variaveis discretas. Desse modo, 0 objetivo dessa questao
é propor essa discussdo, ou seja, instigar o processo de reflexdo referente as tradicdes de

apresentacgdes tedricas enfatizadas por livros didaticos de Matematica.

| QUESTAO 06 |
Segundo Ferreira e Gomes (1996), nos sistemas de equacges lineares 3 x 3 da forma: (1) aix + byy +
C1z=d1; (2) axx + boy + €2 z = dy; (3) asx + bay + c3 z= ds; as equagdes (1), (2), (3) representam planos
T1,m2 € 73 N0 espago tridimensional. As possibilidades para as posi¢des dos trés planos sdo oito. Quanto
a classificacdo da solucdo de sistemas de equacdes lineares, estes podem ser: sistema possivel e
determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema impossivel (SI). Descreva a
posicéo apresentada pelos planos nas figuras que se seguem, e a partir dessa descri¢do, considere que
os planos representem solucdes de sistemas de equacdes lineares 3x3; indique qual seria a classificacdo
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do sistema: sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema
impossivel (Sl). Justifique suas escolhas.

Figura? Descrigéo da figura Classificagédo do Justificativa de sua
Posicdo dos planos Sistema escolha

2 As figuras dos planos foram retiradas de ANTON, Howard; BUSBY, Robert C. Algebra Linear
Contemporénea. Porto Alegre: Bookman, 2006. p.61.
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A “Questio 6” tinha por objetivo identificar indicios de conhecimentos matematicos
dos participantes mediante a proposicdo da tarefa de interpretacdo geométrica para sistemas
de equac0es lineares 3x3, uma vez que essa abordagem geométrica é praticamente inexistente
em livros didaticos de Matematica. Bertolazi (2012) destaca que encontrou tal representacao
em Lima (1993), em uns trabalhos voltados ao aperfeicoamento em servico de professores de
Ensino Médio originando o livro “Coordenadas no Espaco”; na obra de Dante (2004)
“Matematica Contexto e Aplicacdes — Volume Unico” direcionado a estudantes do Ensino
Médio, trabalho esse considerado como referéncia para esse segmento de ensino. No contexto
do Ensino Superior, a autora afirma que no livro de Anton e Busby (2006), com énfase em
Algebra Linear, é apresentada essa abordagem geométrica para o estudo de Sistemas de
Equacdes Lineares de ordem 3.

QUESTAO 07

(POOLE, 2004, p.109) Um comerciante de café vende trés misturas de grdos. Um pacote com a
“mistura da casa” contém 300 gramas de café colombiano e 200 gramas de café tostado tipo francés.
Um pacote com a “mistura especial” contém 200 gramas de café colombiano, 200 gramas de café
queniano e 100 gramas de café tostado tipo francés. Um pacote com “mistura gourmet” contém 100
gramas de café colombiano, 200 gramas de café queniano e 200 gramas de café tostado tipo francés.
O comerciante tem 30 quilos de café colombiano, 15 quilos café queniano e 25 quilos de café tostado

tipo francés. Se ele desejar utilizar todos os graos de café, quantos pacotes de cada mistura devem se
preparar?

A “Questiao 7” apresenta enunciado ndo-convencional, o qual exige leitura e analise
detalhada das informacdes para organizar a elaboragcdo de um sistema de equagdes lineares
que permita solucionar o problema. A finalidade dessa questdo configura em conhecer indicios
de pensamento matematico avangado que corroboram para 0 reconhecimento de processos

caracteristicos de sintetizacdo e de abstragcdo matematica, conforme Dreyfus (1991), por meio
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de selecdo e coordenacdo de ideias entre grandezas, representacées algébricas, gerenciamento

de conceitos e procedimentos matematicos necessarios para resolver o problema.
Resultados e discussdes

As analises descritivo-interpretativas evidenciam que nenhum dos participantes
assinalou todas as opcOes da primeira questdo, haja vista que todas as termologias elencadas
nessa questdo apresentam relacdes conceituais e/ou aplicacGes associadas a contextos que
envolvem sistemas lineares. Isso demostra auséncia de conhecimentos matematicos a respeito
de aplicag0es relativas a sistemas de equac0Oes lineares, restringindo suas respostas a termos
muito ligados aos abordados em livros didaticos, tais como escalonamento, matriz e regra de
Cramer.

Quanto a parte geométrica, poucos conseguiram interpretar sistemas lineares 3x3,
apresentando muitas dificuldades, no sentido de Lajoie (2009). A utilizacdo de planos,
intersecdo de planos e a proposicdo de se estabelecer relagfes conceituais entre posicao e
classificacdo de um sistema de ordem 3, causou estranheza para 0s estudantes participantes,
mesmo esses ja tendo passado por disciplinas de Geometria Analitica. Alguns conseguiram
entender a parte geométrica de sistemas lineares de ordem 2, mas mesmo assim, houve a
manifestacdo de indicios de imprecisdes e duvidas conceituais.

A Questdo 7 que demandava a diferenciacdo, interpretacdo, organizacao de dados e a
elaboracdo de um modelo algébrico para resolvé-la apresentou um indice muito baixo de
acertos, isto é, dois dos dezoito participantes demonstraram compreensdo adequada do
enunciado, e obtiveram éxito em suas resolugdes. Alguns demonstraram reconhecer a
necessidade de formalizar um sistema de equagdes, entretanto erraram 0 processo de
elaboracdo do sistema, construindo um sistema que ndo se adequava a resolucdo da questdo.
Muitos nem tentaram elaborar o sistema, demostrando ndo conseguirem interpretar o que o
enunciado solicitava. Outros elaboraram um sistema, somaram os coeficientes, obtiveram uma
equacéo e igualaram-na a quantidade de cada tipo de café. Houve ainda alguns participantes
gue organizaram o sistema, mas resolveram de maneira inadequada, obtendo resultados com
valores negativos. Apenas dois estudantes resolveram o problema, um deles ainda cometeu
erro de um calculo. Ou seja, os estudantes, mesmo estando no quarto ano de um Curso de
Licenciatura em Matematica, ainda ndo dominam parte dos contetdos dos quais serdo

exigidos durante sua futura atuacéo profissional.
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No caso da experiéncia relatada aqui, a docente responsavel pela disciplina, primeira
autora desse trabalho, aproveitou para realizar uma reflexdo com os estudantes, pois muitos
se sentiram incomodados e “abalados” emocionalmente por ndo conseguirem resolver as
questdes propostas. Isso proporcionou, para a maioria dos participantes, a oportunidade e uma
espeécie de conscientizacdo académico-profissional para iniciarem o processo de busca, e por
extensdo o entendimento de conteudos e aplicacdes referentes ao contexto de sistemas de
equacOes lineares. Destacamos ainda que dentre os participantes que se propuseram a

desenvolver solucdes, raros utilizaram o escalonamento, preferindo o método da substituig&o.
Considerac0es Finais

A abordagem descontextualizada, encontrada em muitos livros didaticos que tratam
do assunto de sistemas de equac@es lineares, ndo contempla aspectos essenciais que estao por
traz do conceito de sistemas de equacdes lineares. Dessa forma, a aprendizagem foca no
processo tecnicista do conceito, ou seja, em decorar métodos de resolucdo e nao em refletir se
a resposta obtida no processo de solucdo do sistema se adequa ao problema proposto. A
interpretacdo de enunciados também se constitui em uma dificuldade formativa para os
estudantes participantes. Nao estdo familiarizados com problemas ou situacGes problema e,
sim, com o famoso “bordao livresco”, ou seja, resolva o sistema linear.

Outro ponto de destaque é a desconexdo entre 0s conteudos das disciplinas. Se esses
participantes estudaram em Geometria Analitica tal contetdo e precisam dele em outra
disciplina, raramente estabelecem alguma relacdo, fato que pode evidenciar indicios de
abordagens pedagdgicas com enfoque sistematico em técnicas procedimentais em detrimento
de compreensdo conceitual, e reflexGes referentes as aplicabilidades. A auséncia de
entendimento de intersecdo de planos comprometeu as respostas dadas na questao referente
ao tratamento de sistemas de ordem 3.

Finalmente, destacamos que a experiéncia valeu pelo processo de conscientizagao que
0s participantes manifestaram apos a aplicacdo: sentiram-se fragilizados tanto em aspectos
cognitivos quanto emocionais, pois acreditavam que sabiam muito a respeito de sistemas de
equac0es lineares; e 0 mais impactante, sentiram-se motivados a buscar meios para resolver
suas dificuldades formativas.

Uma sugestdo que deixamos aqui para futuras investigacdes consiste em aprofundar

o0s estudos na area da presente tematica em busca de propor solucGes para enfrentarmos 0s
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desafios inerentes ao processo de se articular aspectos algébricos, geométricos e linguistico-
simbolicos associados ao tratamento de Sistemas de Equacdes Lineares. Além disso, é
necessario desenvolver materiais didaticos que contribuam para a formagdo docente com
énfase em atividades que estimulem, e fomentem praticas formativas visando a construcgdo e

a autonomia de pensamento matematico critico-reflexivo.
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