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Resumo:

Nesse trabalho, apresentamos uma atividade de Modelagem Mateméatica desenvolvida com alunos da
segunda série do curso de Licenciatura em Matematica da UNESPAR — Campus de Apucarana, na
disciplina de Célculo Diferencial e Integral Il. A ideia de usar essa proposta nessa disciplina surgiu
no mddulo de Modelagem Matematica do projeto “O Ensino de Matematica e a pratica em sala de
aula: ideias e possibilidades”, promovido por professores do curso de Matematica e que tem como
objetivo proporcionar aos professores e estudantes participantes, incluindo bolsistas do PIBID, a
possibilidade de trabalhar com algumas tendéncias em Educag¢do Matematica, no desenvolvimento
de propostas elaboradas pelos professores da universidade. O desenvolvimento dessa atividade
possibilitou que os académicos tivessem um primeiro contato com a Modelagem Matematica e 0s
professores participantes do projeto pudessem ver como seria desenvolver uma atividade de
Modelagem Matematica em sala de aula, uma vez que os contetdos envolvidos dependem de que
matematica os integrantes de cada equipe ja conhecem. As estratégias iniciais, apesar de diferentes,
envolviam apenas conteudos matematicos da educagéo basica, o que tornou semelhantes a resolucéo
dos alunos do curso de matematica e dos professores participantes do projeto.
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Introducéo

Este artigo tem como objetivo relatar uma experiéncia acontecida com alunos da
segunda série de um curso de Licenciatura em Matematica, na disciplina de Calculo

Diferencial e Integral 11 no ano de 2016.
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A ideia de utilizar uma atividade de Modelagem Matematica para ensinar o célculo
de volume e de area por meio de integrais multiplas e/ou integral de linha, o que for mais
conveniente em cada caso, surgiu dentro de um grupo de estudos em Educacdo Matematica,
do qual participam professores universitarios, professores da Educacdo Bésica que ensinam
Matematica e académicos do curso de Licenciatura em Matematica (formacao inicial),
incluindo os bolsistas do Programa Institucional de Bolsas de Inicia¢do a Docéncia (PIBID).
Durante os trabalhos com a Modelagem Matematica enquanto alternativa pedagogica para
ensinar matematica, e apos desenvolver atividades de modelagem com os participantes deste
grupo, um dos autores deste trabalho, que tem sua formacdo na area de Matematica Pura,
pretendia diferenciar sua pratica de ensino, com uma metodologia que fosse mais
desafiadora para seus alunos.

Para desenvolver o médulo de Modelagem Matematica do projeto, foram estudados
0s seguintes autores: Almeida, Silva e Vertuan (2016), Bassanezi (2010), Biembengut
(2000), Dias (2005), Santos (2008), Silva e Almeida (2004), Silva e Almeida (2009). Com
base nestes estudos, foi escrita a secdo A Modelagem Matemética como alternativa
pedagbgica, que serd seguida de O relato da atividade de Modelagem Matematica e
Algumas consideracdes.

Optou-se por desenvolver a mesma proposta Tecido de Revestimento do corpo
humano- atividade que consta na dissertacdo de mestrado de Dias (2005, p. 110) - tanto no
grupo de estudos como com os alunos da segunda série do curso de Matematica, na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral Il, ndo para que houvesse uma comparacéo entre
os resultados, mas para estimular o uso de diferentes conteddos de matematica, conhecidos e

utilizados com frequéncia pelos grupos.
A Modelagem Matematica como alternativa pedagdgica

Considerando que a Modelagem Matematica ndo surgiu dentro da Educagéo
Matematica, mas na Matematica Aplicada, com o objetivo de dar explicagbes matematicas -
muitas vezes, tida como exatas - a fenbmenos cotidianos ou da natureza, entende-se por
Modelagem Matematica como um

[...] processo dindmico utilizado para a obtengdo e validagdo de modelos
matematicos. E uma forma de abstragio e generalizagio com a finalidade
de previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte
de transformar situacfes da realidade em problemas matematicos cujas
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solugdes devem ser interpretadas na linguagem usual. (BASSANEZI,
2010, p. 24).

Completa-se ainda esta concepcdo de Modelagem Matematica na Educacédo

Matematica, concordando com Kliiber (2008):

na Educacdo Matematica conforme as atuais discussdes, as atividades
devem permitir o didlogo do contexto educacional com outros contextos:
como o econbmico, o politico, etc., diferentemente dos pesquisadores
matematicos, que procuram descrever fendmenos fisicos, quimicos,
bioldgicos, dentre outros. Isso, em termos de Modelos Matematicos para
previsdes, €, somente ai, 0s pesquisadores fazem a interlocucdo por meio
de uma descricdo matematica aproximada da realidade, descri¢do fundada
na capacidade de matematizagio (KLUBER, 2008, p. 05).

Ao pensar no ensino da Matematica na Educagdo Baésica, pode-se utilizar a
Modelagem Matematica como um meio para educar matematicamente, pois ela

[...Jconstitui uma alternativa pedagogica na qual fazemos uma abordagem,
por meio da Matematica, de uma situagdo-problema ndo essencialmente
matematica. Assim, trata-se de uma “maneira” de trabalhar com atividades
na aula de Matematica (ALMEIDA,; SILVA; VERTUAN, 2016, p. 17).

A Modelagem Matematica visa propor solugdes para problemas por meio de um
modelo e este da a forma a solugdo. Considera-se um modelo matematico

[...] um sistema conceitual, descritivo ou explicativo, expresso por meio de
uma linguagem ou uma estrutura matematica e que tem por finalidade
descrever ou explicar o comportamento de outro sistema, podendo mesmo
permitira realizacdo de previsfes sobre este outro sistema (ALMEIDA,;
SILVA; VERTUAN, 2016, p. 13).

Muitas vezes, ao se trabalhar com modelagem matematica no ensino superior, 0s
alunos esperam chegar a alguma “formula”, ou a uma funcdo que generalize os calculos
feitos com os dados estudados. Porém, de acordo com Almeida, Silva e Vertuan (2016),

Um modelo matematico pode ser escrito utilizando-se para isso diferentes
sistemas de representacdo. Uma equacdo, uma tabela, um grafico, sdo
exemplos de representacbes que podem ser associadas aos modelos
matematicos (ALMEIDA; SILVA; VERTUAN, 2016, p. 14).

De acordo com esses autores, uma atividade de Modelagem Matematica

[...] tem em uma situacdo problematica a sua origem e tem como
caracteristica essencial a possibilidade de abarcar a cotidianidade ou a
relacdo com aspectos externos a Matematica, caracterizando-se como um
conjunto de procedimentos mediante o qual se definem estratégias de acédo
do sujeito em relacdo a um problema (ALMEIDA; SILVA; VERTUAN,
2016, p. 15).
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Ainda com base nos autores supracitados, pode-se dizer que, em uma atividade de
Modelagem Matematica existem as seguintes fases: inteiracdo, matematizacédo, resolucéo,
interpretacdo de resultados e validacdo, que podem né&o ocorrer linearmente, mas de forma
dindmica.

Para Almeida, Silva e Vertuan (2016), a inteiracdo seria a fase inicial, na qual se
obtém as informacdes sobre a situacdo a ser estudada. A matematizacdo consiste na fase em
que se transformam essas informacGes em uma linguagem matematica. Ja a construcdo do
modelo matematico acontece na fase denominada ‘“resolu¢ao”. Apds a obtengdo deste
modelo, interpreta-se o resultado e acontece a validacéo da solucéo.

Durante os encontros do projeto, procurou-se seguir todas essas etapas sugeridas
pelos autores e, em cada atividade de Modelagem Matematica, os professores que
conduziam o encontro discutiam com os demais participantes sobre o que fazia parte de cada
fase. Assim, professores e alunos participantes poderiam se sentir mais familiarizados com
as atividades de Modelagem Matematica, sabendo o que esperar e como desenvolver cada
uma das fases.

De acordo com esses autores, essa familiarizacdo dos alunos com a atividade de

Modelagem Matematica pode acontecer, gradativamente, em trés momentos:

1° momento 2° momento 3° momento
Introducdo da | A situagdo-problema | A situacdo-problema é | A situacdo problema é
situacéo - colocada pelo professor | sugerida pelo professor. definida pelos proprios
problema contém os dados e as alunos.
informacOes necessarias
Desenvolvem as etapas | Em grupos, de forma mais | Em grupos, sdo
da modelagem, sempre | independente do professor | responsaveis pela
acompanhados pelo | quando comparado ao | conducdo da atividade,
Papel dos professor. momento anterior, | desde a identificacdo da
alunos complementam a coleta de | situacdo problema até a
informagbes, definem as | obtengdo do modelo e
variaveis e  formulam | sua comunicacdo para a
hipoteses, obtém e validam | comunidade escolar.
0 modelo.

Quadro 1: Momentos de familiarizacdo com a atividade de Modelagem Matemaética elaborado pelos autores
com base em Almeida, Silva e Vertuan (2016, p. 26).
Fonte: Os autores (2017).

Durante todo o processo de familiarizagdo com a atividade de modelagem
matematica, o professor deve acompanhar o desenvolvimento da atividade pelos alunos,
orientando-os e avaliando as estratégias utilizadas, fazendo com que se tornem, a cada

momento, mais independentes da atuacéo do professor.




- ,.-I Unioeste de Cascavel, 21 a 23 de setembro de 2017
Com base no que foi descrito nesta secdo, apresenta-se o relato do desenvolvimento
de uma atividade de modelagem matematica no primeiro momento da familiarizacdo
proposto por Almeida, Silva e Vertuan (2016).

O relato da atividade de Modelagem Matematica

A busca por alternativas pedagdgicas a fim de dinamizar o aprendizado tem sido uma
preocupacdo em todos o0s niveis de ensino; no ensino superior ndo é diferente. Pensando
nisto, durante um dos encontros do projeto que os autores desenvolvem, fomentou-se a ideia
de usar a atividade de modelagem que por hora estava sendo desenvolvida pelo grupo, na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral I, mas com o enfoque diferente do Ensino
Bésico, usando integral dupla, tripla e posteriormente integral de linha.

A atividade de modelagem proposta foi adaptada da dissertacdo de mestrado da
professora Michele Regiane Dias defendida na Universidade Estadual de Londrina em 2005,
orientada pela professora Dra. Lourdes Maria Werle de Almeida, num contexto de formacao
continuada de professores que atuavam no Ensino Basico. Trata-se de uma atividade que
relaciona a area da sola do pé com a area da superficie corporal total.

Na atividade, necessita-se determinar uma aproximacdo da area da superficie
corporal. No meio médico ja existem algumas formas de se fazer isso, usando a massa
corporal do individuo, mas, para efeitos de estudos, esta aproximacdo sera realizada a partir
de s6lidos geométricos conhecidos, como sera detalhado mais a diante.

A turma (segunda série do curso de Matematica, 2016) em que a experiéncia foi
realizada era composta por vinte e dois estudantes, que foram subdivididos em seis grupos,
para que pudessem socializar e discutir a situagdo proposta.

Nesse sentido, ainda que a aprendizagem ndo seja uma atividade que se
possa compartilhar, pois € algo de responsabilidade de cada um, o que pode
ser compartilhado, discutido e negociado, sdo os significados. Assim, as
atividades compartilhadas podem contribuir com a aprendizagem de cada
participante de forma diferenciada, mas tém uma importante fung&o social
de promover um espaco para discussdes e troca de significados. O trabalho
com modelagem em situacGes de ensino proporciona uma atmosfera
propicia para essa troca de significados (ALMEIDA; SILVA; VERTUAN,
2016, p. 37).

Neste artigo serdo apresentados e discutidos os resultados de dois destes grupos,

identificados por Grupo A e Grupo B, ambos com quatro membros cada.
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Na figura 1 sera apresentada a atividade de modelagem que foi proposta para a
turma, para entdo serem feitas as consideracfes das experiéncias vivenciadas, as formas de
solucBes dadas pelos grupos. Ao final, € apresentado o esquema das fases da modelagem

envolvida nesta situacdo voltada para uma abordagem indicada para o Ensino Superior.

Parte 1 — Com um dos pés descalgo, desenhe o formato de seu pé no papel mili

anexado a folha.
Agora use o método da contagem dos quadrados para determinar, aproximadamente, a

drea preenchida pela sola do seu pé.

Area obtida: |

Parte 1 - Com esta atividade pretendemos verificar a relagdo que existe entre a
superficie revestida por pele em nosso corpo e a superficie da sola do pé. Segundo a
ciéncia a superficie da sola do pé representa aproximadamente 1% da superficie total do
corpo.

Admitindo que nosso corpo possa ser modelado por varias conexdes de “cilindros”
podemos estimar, aproximadamente, sua superficie e seu volume.

Imagine seu corpo formado por varios cilindros como em o Miagico de Oz. (foi
fornecida a figura na atividade)

Voceé vai precisar de barbante, régua e ajuda de um colega para fazer as medigdes
(aproximadas) e partir para o calculo (use o verso da folha).

Parte do | Altura Comprimento Superficie Raio | Volume

corpo

Cabega

Bragos
Toérax

Coxas

Canelas

‘Fm o somatério das areus e dos volumes.

e
Figura 1: Atividade de modelagem proposta na disciplina de Célculo Diferencial e Integral Il
Fonte: Os autores (2016).

Como se Vvé na literatura, introduzir a atividade de modelagem é um desafio tanto
para o professor, quanto para o estudante, atividades ndo usuais geram nos estudantes certa
apreensao e esta ndo foi diferente. No inicio, a atividade gerou certa resisténcia na turma,
apesar de ter sido introduzida como sugerem Almeida, Silva e Vertuan (2016) como uma
atividade bem orientada e acompanhada bem de perto pela professora, muitos questionaram

a relacdo entre a atividade e o contetdo.
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Para iniciar, foi entregue aos dois grupos a folha com a atividade impressa, ao Grupo
A foi entregue uma fita métrica e régua, ao Grupo B foi entregue barbante e régua. Os
materiais de medidas foram diferentes por causa da limitagéo da disponibilidade de material
do laboratorio de matematica da universidade.

As equipes foram orientadas a iniciar a resolucdo pela parte I, assim cada grupo
escolheu um membro para retirar o calgado e desenhar o pé na folha de papel milimetrado.
Foi possivel observar o uso de estratégias diferenciadas, entre elas: o Grupo A fez a
contagem dos quadrados diretamente, um a um, para s6 entdo fazer as compensacdes das
areas pintadas por aproximacao visual. Ja no Grupo B foram realizados os calculos das areas
dos retangulos possiveis e, depois, as compensacdes das areas pintadas, como é possivel

observar na figura 2 que segue.

Figura 2: Contagem da area do pé. Grupo A e Grupo B
Fonte: Os autores (2016).

Na resolucdo da parte Il, comecaram a ser realizadas as medicGes da seguinte forma:
da cabeca convencionaram-na como esfera, fizeram a medida do comprimento da maior
circunferéncia, e como altura usaram a medida do topo da cabeca até o queixo, do pescoco,
bragos, pernas, torax, coxas e canelas convencionaram-nos como cilindros, mediram o
comprimento da maior circunferéncia dessas partes da pessoa e, como altura, mediram o
tamanho dessas partes do corpo. E importante lembrar que essas estratégias também foram

utilizadas com o grupo de professores participantes do projeto, uma vez gque, até 0 momento,
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as decisdes também poderiam ser tomadas de modo andlogo na educacdo basica,
independente do nivel de ensino.

Com os valores da altura, comprimento e raio completos na tabela iniciaram o
processo de encontrar a area da superficie e o volume, neste momento para o Grupo B surgiu
a duvida de quais eram as formulas para fazer esse calculo, j& que ninguém da equipe se
recordava pesquisaram na internet. Com auxilio da calculadora, ambas as equipes, foram
terminando de preencher a tabela, lembraram que algumas partes deveriam ser multiplicadas
por dois, como bragos e pernas.

O Grupo B durante esse processo se questionou sobre 0s pés e as mdos, uma vez que
ndo fizeram nenhuma medida para acrescentar a superficie corporal, nem ao volume, mas
decidiram que essas medidas ndo influenciariam tanto assim no resultado final, uma vez que
estavam fazendo aproximacdes e uma compensaria a outra.

Nas figuras 3 e 4, apresentam-se 0 preenchimento da tabela e os resultados a que

chegaram o Grupo A e o Grupo B, respectivamente.

Figura 3: Resolugéo do Grupo A
Fonte: Os autores (2016)
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Figura 4: Resolucdo do Grupo B
Fonte: Os autores (2016).

Na problematica, que era verificar o percentual que a area da sola do pé correspondia
a area da superficie corporal total, 0 Grupo A chegou a um percentual bem préximo a um
por cento, jA& o Grupo B teve uma diferenca um pouco maior, diferenca esta atribuida a
aproximagoes de medidas, instrumentos de medidas, falta de acrescentar a area da superficie
dos pés e das maos.

Ao término dessa fase, que foi denominada de inicial, a professora complementou a
atividade de modelagem de forma a fazer a relagdo com o0s conceitos que estavam sendo
abordados na disciplina: integracdo maltipla - de forma a conduzira atividade de modelagem

para o uso de conceitos proprios do Ensino Superior.

Figura 5: Atividades para o uso de integrais maltiplas
Fonte: Os autores (2016).

Ao lerem a continuacdo da proposta, 0s que estavam resistentes acharam muito
interessante a associagdo direta entre o contetido da disciplina e a atividade de modelagem.
Isto serviu e motivacdo para avancarem no aprendizado de integral dupla e tripla. Como

sugere a fala de um dos estudantes: “- Ah, agora eu consigo entender para que serve a
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integral dupla e a tripla, calcular o volume, de s6lidos geométricos que vemos no Ensino
Médio. Por qué a senhora ndo deu esse exemplo antes? Assim é muito mais facil!”.

Com auxilio da professora, os estudantes mobilizaram-se a discutir e elaborar as
integrais duplas ou triplas dependendo do caso. Pesquisaram, em seu material, acerca do uso
de coordenadas polares e coordenadas cilindricas. Para exemplificar segue a resolucdo do
exercicio 2 realizada pelos académicos, foi utilizado para o raio a letra a para que nao
houvesse confusdo com a mudanca de coordenada cilindrica:

Volume do cilindro: v = [ 2" [ & [ “rdz dr df = ma?L.

O enfoque dado ao volume foi pela possibilidade de relacionar o conceito especifico
que estava sendo tratado na disciplina na ocasido, mas a area da superficie do cilindro foi
deduzida em momento oportuno, ao se iniciar o tema de integral de linha. Apenas a area da
superficie da esfera ndao foi possivel ser deduzida, devido a problemas com andamento do
ano letivo de 2016. Mas para que o trabalho de matematizacao estivesse completo dentro da
disciplina de Calculo Diferencial e Integral Il, optou-se por apresentar neste artigo o que
seria usado para obté-la.

Assim como em Almeida, Silva e Vertuan (2016) apresenta-se 0 esquema das

diferentes fases da modelagem, para caracterizar a atividade, como segue:

Situacéo inicial
Comparar a area da sola do pé com a area da superficie corporal.
Inteiracéo

A leitura do problema proposto, o levantamento e a manipulacdo dos dados, as
decisbes consensuais no grupo.

Defini¢do do problema:

Conhecida a area da sola do pé, qual o percentual em relacdo a area da superficie
corporal?

Matematizacéo e Resolugéo

Definicéo das variaveis:

p- area da sola do pé

A, - area da superficie da cabeca (como esfera)
A,- area da superficie do pescoco (como cilindro)

A5- area da superficie dos bragos (como cilindro)
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A,- area da superficie dos torax (como cilindro)

A-- area da superficie das coxas (como cilindro)

A.- &rea da superficie das canelas (como cilindro)

v- percentual de comparacgdo da area da sola do pé com a area da superficie corporal

Modelo Matematico da situag&o:

100p
Ay + A, + 245+ A, +24; + 24,

};l':

A, = [ Flxy)ds = [T f(o(D).11'(#)]1dt, onde i = 2,3,4,5,6

flx,v)=h (altura do cilindro, de cada parte medida do corpo)
a(t) = (rcos(t),rsen(t)) (parametrizagdo da circunferéncia de raio =, de cada parte
medida do corpo), onde 0 = t < 2.

A= _ITDI‘:“,JX 1, |d4, onde r(w, v) = (x(w,v),v(w v), z(w v))

_ Ox E'_':.'E'_z

T T
u Bu’ fu’ Au v dv’ dv ' dv

r(u,v) = [’rsen[u] cos(v),rsen [u]sen[v],rcas[u]) (parametrizacdo da esfera de
raio r, medida da circunferéncia da cabeca), onde 0 < u <mwe 0 < v = 2.
Interpretacéo e validacéo

Analise da aproximacao do percentual da area da superficie corporal total e a area da
sola do pé, ainda que com valores aproximados de medidas.

Situacao final

Um modelo que relaciona o percentual da area da superficie corporal total e a area da
sola do pé.

Algumas Consideragdes

Estudar acerca da modelagem matematica como uma alternativa pedagogica que faca
parte da pratica de ensino do professor de matematica proporcionou aos autores deste
trabalho uma visdo de que a matematica pode ser construida pelos alunos e professores,
independente de que nivel escolar eles se encontram. Apesar das fases da modelagem e dos
momentos de familiarizacdo propostos por Almeida, Silva e Vertuan (2016) estarem sempre
centradas no aluno, como sujeito da atividade, as orientacdes do professor foram

indispensaveis nas etapas de matematizacdo e construcdo do modelo. Isto se justifica por ter
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sido uma primeira tentativa de implantacio da proposta. E natural que a medida que vdo
realizando novas modelagens os estudantes ajam de forma mais autbnoma.

As estratégias utilizadas, tanto pelos professores participantes do projeto como para
os alunos da disciplina de Calculo Diferencial e Integral Il, apesar de diferentes, envolviam
0s mesmos conteudos matematicos, todos aprendidos na educacdo basica. Porém, como o
objetivo da professora da disciplina era diferente do objetivo do projeto, houve a
necessidade de “lembrar” aos alunos sobre uma das utilidades das integrais duplas, triplas e
de linha, o que fez com que os envolvidos tivessem um novo olhar para a atividade.

Considera-se motivador e desafiador, tanto para os alunos como para os professores,
o fato de que a atividade de modelagem matematica pode ser desenvolvida com “diferentes

matematicas”.
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