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Resumo:

O conceito moderno de simetria é aplicado por vérias ciéncias como Artes, Fisica, Quimica e
Cristalografia. E, embora tenha relevancia em outras areas de conhecimento, sua abordagem por
vezes ndo é capaz de mostrar quais os pilares sob os quais ele se sustenta: transformag&o, isometria e
invaridncia. Este minicurso tem por objetivo apresentar um tratamento para simetria no Ensino
Médio, segundo o conceito moderno, cuja génese deve a Adrien-Marie Legendre (séc. XIX). Para
isso, apresentamos algumas atividades que exploram a definicdo de simetria. Apresentamos as
distingbes de alguns usos da palavra simetria, empregada em diferentes contextos e épocas da
historia que vdo além da Matematica. Nossa proposta estd amparada na utilizacdo do software
GeoGebra, trazendo atividades diferenciadas que tratam do contetdo, por exemplo, dos livros
didaticos deste nivel de ensino.

Palavras-chave: Simetria. GeoGebra. Historia da Simetria.

Simetria: o conceito moderno

Simetria € um conceito que foi desenvolvido ao longo dos tempos e possui diversas
aplicacBes que transcendem a Matematica. O desenvolvimento do conceito de simetria é
objeto de pesquisa para diversos autores como Mainzer (1988), Yaglom (1988), Brading e
Castellani (2003), Darvas (2007), Hon e Goldstein (2008), Stewart (2012) e, Pasquini e
Bortolossi (2015).

Pasquini e Bortolossi (2016) citam trés significados associados a simetria para
ilustrar a evolucéo do conceito moderno de simetria:

)] Comensurabilidade — como no Livro X dos Elementos de Euclides (300

a.C.);
i) Proporcédo adequada — como na obra Os Dez Livros sobre Arquitetura de
Marcus Vitruvius Pollio (c. 80-70 a.C. —c. 15a.C.).
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iii) O conceito moderno de simetria — cuja génese se deu com Adrien-Marie
Legendre (1752-1833) e foi apresentado em sua obra Elements de Géometrie.
Neste minicurso iremos enfatizar o conceito moderno de simetria, que é aplicado em
diversas areas de conhecimento como Fisica, Quimica, Cristalografia e Artes.
Pasquini e Bortolossi (2016) definem simetria da seguinte forma:

Seja X um subconjunto ndo vazio do plano euclidiano R?. Dizemos que
uma funcdo F: R? —» R? ¢ uma “simetria” do conjunto X se F satisfaz as
duas condigdes seguintes.

1. F é uma isometria, isto é, F preserva distancias. Mais precisamente,
quaisquer que sejam os pontos P e @ em R?, a distancia de P a Q (no
dominio de F) é sempre igual a distdncia de F(P) a F(Q) (no
contradominio de F).

2. F(X) =X, isto é, X é invariante por F (a imagem do conjunto X pela
fungdo F é o proprio conjunto X).

Com uma breve leitura desta definicdo, notamos que o conceito moderno de
simetria estd atrelado a trés ideias principais: transformacdo (funcdo), isometria e
invariancia.

Apesar de ser um conceito bem definido, e como ja dissemos nos paragrafos
anteriores, aplicado por outras areas de conhecimento, verificamos que, no contexto escolar,
por vezes, simetria € associada a usos ndo-cientificos da palavra. Como por exemplo, ao
sentido estético de proporcdo adequada seguindo a tradicdo “vitruviana”. Ou ainda, mesmo
em livros textos de Matematica para a Educacdo Basica, notamos tratamentos que trazem
simetria como sindnimo de reflexdo, desprezando a condi¢do de invariancia que define o
conceito (MENDES, 2014; PASQUINI; BORTOLOSSI, 2015; MENDES; BORTOLOSSI,
2014).

Ainda sobre as abordagens propostas, “(...) Os livros didaticos, apesar de
contemplarem muito do que é estabelecido pelos documentos oficiais, ndo tratam da questao
da simetria no espago e nem da simetria por translagdes no plano (...)” (P1ZZ0O, 2017).

Neste contexto, propomos este minicurso com a intengdo de promover ecos na
Educacgdo Basica, especificamente no Ensino Médio. Nossa intencdo é explorar o conceito
moderno de simetria com nossos participantes e apontar uma alternativa de abordagem para
simetria no Ensino Médio. E ainda, para aqueles que se dedicam a formacdo de professores,
que possam conhecer o modo pelo qual a simetria vem sendo estudada e as consequéncias e
confusdes acerca da “palavra x conceito”.

Optamos por desenvolver uma proposta, em grande parte, com o auxilio do

GeoGebra, um software de Geometria Dindmica Interativa (GDI) que possui “(...) a
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vantagem didatica de apresentar, a0 mesmo tempo, representacées diferentes de um mesmo
objeto que interagem ente si” NASCIMENTO (2012). Entretanto, ressaltamos que ndo sera

necessario o uso de um laboratério computacional para isto.

Recursos necessarios

Embora a utilizagdo do software seja necesséria para o desenvolvimento do
minicurso, ndo necessitamos necessariamente de um laboratorio. Mas, de uma sala com
acesso a rede Wi-Fi. Nestes casos de utilizacdo do software, utilizaremos applets, que sao
pequenos programas em linguagem JAVA™ e que podem ser acessados por navegadores de
internet (DEITEL, H.; DEITEL, 2002). Estes applets foram desenvolvidos no software
GeoGebra e estardo hospedados em uma “nuvem” que podera ser acessada no momento do
minicurso. O material poderd ser acessado por dispositivos pessoais como tablets,

smartphones e laptops.

O minicurso: desenvolvimento

Iniciaremos 0 minicurso propondo aos participantes que preencham um pequeno
texto a fim de diagnosticarmos as impressdes, e ou concepgdes, que possuem de simetria. A
seguir, pediremos que cada um identifigue em alguns livros do Ensino Médio como o
conceito de simetria é abordado. A partir desta etapa, faremos uma discussdo trazendo
alguns aspectos histdricos da génese do conceito de simetria ao longo dos anos. Para isso,
faremos uma breve exposicdo a partir de estudos realizados anteriormente pelos autores
deste trabalho.

Em seguida, proporemos uma sequéncia de atividades que leve em consideracdo os
trés pilares do conceito moderno de simetria: transformacéo, isometria e invariancia.

Para o desenvolvimento destas atividades é necessario que nosso publico alvo tenha
um conhecimento minimo do software GeoGebra. Caso alguns dos participantes nao
possuam tal conhecimento, iniciaremos com algumas atividades para familiariza-los com o
software e suas funcionalidades, ligadas especialmente as transformacdes.

ApOs esta etapa, desejamos desenvolver atividades que trabalhem especificamente
com os pilares do conceito moderno de simetria. Em sintese, apresentamos a seguir um

resumo de cada uma das atividades a serem propostas:
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Atividade 1 — Realizar transformacdes no GeoGebra: o uso da régua e compasso.
Desejamos nesta atividade apresentar as transformacfes geométricas, ndo em um enfoque
analitico, em que se discuta o dominio e o contradominio de uma transformacéo, o que
faremos de forma intuitiva na atividade seguinte, mas sim, para destacar que os pontos do
dominio sendo levados nos pontos do contradominio (uma transformacdo), e de tal modo
que seja possivel a compreensdo do que € uma rotacdo, uma reflexdo ou uma translacao ao
realizar efetivamente o processo. Usaremos algumas transformagfes geométricas que nédo
sdo simetrias, justamente para ndo alimentar a falsa ideia de que apenas 0s vértices
permutam posicao. Para nossos objetivos com esta atividade exploraremos as ferramentas de

régua e compasso do GeoGebra.

Atividade 2 — Translagdo e invariancia do gréafico da funcdo f:R — R definida por
f(x) = cos(x).

E nossa intengdo desenvolvermos a condicio de invariancia a partir da translagio do grafico
de f:R - R, f(x) = cos(x). Para realizarmos esta atividade serd necessario acessar 0

applet a seguir:

https://www.geogebra.org/m/AWXYw4tU

Os participantes deverdo simular translacdes e anotar em que circunstancias o grafico
de f pela transformacdo permanece invariante ou ndo, o que depende de quantas unidades o
grafico da funcdo acima definida é deslocado. Destacamos aqui que a condicdo de
invariancia é satisfeita somente quando os conjuntos dos pontos do dominio e da imagem da
transformacéo coincidem.

Ainda nesta etapa do minicurso propomos a atividade 3:
Atividade 3 — Translagdo e isometria do gréfico da funcdo f:R — R definida por
f(x) = b cos(cx + a).

Essa atividade tem por objetivo trabalhar a condi¢cdo de isometria no gréfico da

fungéo acima definida. Para a realizagdo da mesma utilizaremos o applet a seguir:

https://qggbm.at/HWfTVVUOTr

Podemos verificar os efeitos produzidos no grafico da funcéo
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f(x) = b cos(cx + a).

Quando os pardmetros b e ¢ variam, o grafico de f se alonga ou comprime
verticalmente para |b| # 1 e horizontalmente para [c| # 1. Em termos mais precisos, alterar
0s parametros b e c implica em alterar a amplitude e o periodo de f.

Para este exemplo, ap6s explorarmos diversas situacfes alterando os pardmetros de
f, esperamos que o participante deste minicurso conclua que f é isométrica somente para
|b| = [c| = 1.

Ao realizar estas atividades, esperamos que 0 grupo esteja apto para 0s proximos
desenvolvimentos. Esperamos que até este ponto os participantes compreendam o conceito
moderno de simetria e, na sequéncia, proporemos outras trés atividades em que poderdo
aplicar o conceito de simetria tanto no plano, quanto no espaco.

A seguir, partiremos para a quarta atividade.

Atividade 4 — Simetrias do triangulo equilatero.

Particularmente aqui, substituiremos 0 GeoGebra por um material manipulavel que pode ser
encontrado em Pasquini e Bortolossi (2015, p. 47-52). O objetivo da atividade sera calcular
as simetrias de um triangulo equilatero. O desenvolvimento da atividade se dara com a
poligono representado por uma figura em transparéncias, com uma base impressa do
triangulo, e de facil utilizacdo, que permitira aos participantes realizar rotacOes e reflexdes

do tridngulo equilatero, calculando as simetrias de um tridngulo equilatero.

Atividade 5 — Simetrias de rotacdo do tetraedro.

Propormos que 0 grupo estude as simetrias geradas por eixos. O objetivo desta atividade €é
que o participante possa visualizar e calcular as simetrias por rotacbes em torno de uma reta
do tetraedro no espaco. Para a realizacdo da atividade, iremos utilizar o seguinte applet do
GeoGebra:

https://qggbm.at/m9ZDr78y

Por meio desta construcao interativa o participante podera variar eixos e angulos e
verificar para que angulos e eixos a transformagédo € uma simetria do tetraedro. As simetrias

deverdo ser apresentadas em um quadro.
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Por fim, iremos propor a Atividade 6 - Rotagdo do cubo em torno do eixo Ox.
Nosso objetivo com esta atividade é exibir uma aplicacdo para multiplicacdo de matrizes e

geometria analitica na computacéo grafica.
Considerac0es finais

Este minicurso decorre de estudos realizados a partir de uma pesquisa realizada em
nivel de mestrado (P1ZZO, 2017). Avangamos na dissertacdo obtendo resultados que trazem
diversas implicagdes na forma como o conceito de simetria vem sendo tratado na Educagéo
Basica.

Sabemos que o conceito de simetria estd amparado em trés pilares: transformacao,
isometria e invariancia. Entretanto nos manuais escolares que analisamos, para a Educacao
Bésica, ndo verificamos esta énfase.

Desenvolvemos um trabalho que traz este destaque e, para isso, utilizamos o
software GeoGebra, que serd base para o desenvolvimento das atividades deste minicurso.
Seu carater interativo permite-nos simular algumas situacdes, o que facilita o processo de
ensino. Essencialmente em uma das atividades utilizaremos material manipulével.

Acreditamos que as ideias apresentadas neste minicurso, aliadas as referéncias aqui
apresentadas, sejam capazes de promover ecos nas praticas daqueles que efetivamente

poderdo trabalhar, ou trabalham com o Ensino Médio.
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