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REsSuMO

O objetivo deste trabalho foi analisar as varidveis envolvidas no arremesso de uma pedra na agua, de forma que
ela quicasse. As principais grandezas e variaveis analisadas foram: forca de reacdo da &gua, o angulo de
inclinacdo, a velocidade minima para o arremesso, a profundidade méaxima obtida pela pedra, o trabalho
envolvido e a estimativa para o nimero de quiques. Para tal, gravamos um video do arremesso de uma pedra em
uma piscina e depois foi utilizado o software Tracker a fim de mensurar a trajetoria e o grafico do percurso
realizado por ela. Concluimos que a velocidade inicial deve ser a maior possivel para que se obtenha varios
quiques, e o lancamento deve ser realizado o mais horizontalmente possivel, visto que, dessa forma a pedra
desliza por cima da agua dissipando pouca energia, possibilitando assim mais quiques. Desta forma, entendemos
que no processo de resolucdo da situacdo-problema seguimos, mesmo que muitas vezes intuitivamente a
tendéncia metodoldgica Modelagem Matematica. Por fim, conclui-se que este trabalho além de proporcionar a
oportunidade de estudar e conhecer outras areas do conhecimento favorecendo a interdisciplinaridade,
representou uma superacdo de desafios.

Palavras-chave: Processo de colisdo da pedra na agua; Nimero maximo de quiques; Modelagem Matematica.

INTRODUCAO

O presente trabalho resulta do projeto integrador proposto aos académicos do terceiro
periodo do curso de licenciatura em matematica na Universidade Tecnoldgica Federal do
Parana do Campus Toledo (UTFPR-TD). No primeiro semestre de 2018 lancou-se o desafio
de propor um problema no qual ao menos trés disciplinas do semestre estariam relacionadas
(Caélculo Integral, Geometria 2, Fundamentos da Matematica 2, Didatica Geral, Laboratorio

de Ensino de Matematica e Libras 2).
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Inicialmente nosso grupo propds calcular o arremesso de uma pedra em um lago, para
analisar a velocidade de formacdo da circunferéncia quando a pedra toca na &gua. Apos
reunido dos professores do terceiro periodo para definir quais seriam 0s orientadores e co-
orientadores!, fomos desafiadas a alterar o problema inicial para “Como calcular o nimero de
quiques de uma pedra na agua?”. Dentro desse contexto, como poderiamos relacionar trés
disciplinas do terceiro periodo a esse problema de modelagem?

Para o desenvolvimento e analise do problema utilizamos uma perspectiva da
modelagem matematica baseada em Bassanezi (1999), que defende que a modelagem
matematica ‘“‘consiste na arte de transformar problemas da realidade em problemas
matematicos, resolvé-los e, entdo, interpretar suas soluc@es na linguagem do mundo real, é um
processo dinamico ¢ atraente” (p. 15).

Essa citacdo € caracteristica do objetivo de nosso trabalho, que consiste em descobrir
quais sdo os elementos fisicos e matematicos que estdo por traz da simples brincadeira de
arremessar uma pedra na dgua fazendo com que a mesma quique. Além disso, usamos como
base tedrica um artigo escrito por Bocquet (2003), no qual o autor aborda a mesma situacéo

do arremesso da pedra na agua.

O QUE JA SE CONHECIASOBRE AATIVIDADE
Inicialmente, sem ter muita fundamentacédo tedrica tentou-se elencar forcas e energias
gue poderiam estar associadas desde 0 momento do arremesso da pedra até 0 momento em

que ela perderia totalmente sua velocidade e afundaria como mostra a tabela abaixo.

Tabela 1 — Forcas e energias envolvidas

Conceito simplificado Nossa ideia inicial
Forca peso: é a forca exercida pela A forca peso age verticalmente em relacéo
gravidade, relacionada a massa de um a superficie da agua, empurrando a pedra
corpo. para “baixo”.

Forca de empuxo: 0 empuxo é a forca
) . A forca de empuxo “empurrara” a pedra de
vertical que atua sobre todo objeto - .
. volta para a superficie da agua
mergulhado em um fluido.

1 Cada professor ficou responsavel em orientar um trabalho e co-orientar mais dois. O total de projetos
integradores desse semestre foram seis.
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Forca de atrito: a forca de atrito
corresponde a forca exercida entre duas

superficies que estdo em contato.

A forca de atrito exercida entre a pedra e a
agua auxilia o0 movimento de rebote,

atuando no sentido oposto ao da forca peso.

Tensdo superficial: as moléculas que
estdo na superficie da agua s6 sdo
atraidas por moléculas abaixo e ao lado
delas, criando uma pelicula elastica na

superficie.

A tensdo superficial, juntamente com a
forca de empuxo e atrito, atuara
verticalmente, no sentido oposto ao da forca

peso, empurrando a pedra para cima.

Energia cinética: A energia associada ao

movimento.

A energia cinética sera transformada a cada
contato entre a pedra e a 4gua, fazendo com

que a velocidade diminua em cada rebote.

Energia gravitacional: A energia
cinética serd transformada a cada
contato entre a pedra e a 4gua, fazendo
com que a velocidade diminua em cada

rebote.

A energia gravitacional atuara juntamente

coma energia cinética sobre a pedra.

Energia dissipada: A energia dissipada
esta associada as "perdas" de energia
que ocorrem na transferéncia de energia

entre dois sistemas.

A cada contato da pedra com a dgua, uma
parte da energia cinética sera "perdida".
Essa energia dissipada é que forma as ondas

na agua.

Fonte: Young e Freedman (2004)

Juntamente com o professor orientador, procuramos um professor de Fisica para nos

a cada momento da trajetoria.

auxiliar e apo6s muita discussdo e reflexdo, descrevemos um diagrama inicial de forcas e
energias envolvidas, conforme figura 1. A imagem abaixo ilustra a trajetéria de uma pedra

quicando duas vezes, bem como as forcas envolvidas no movimento, e as energias associadas

Figura 1 — llustracdo das grandezas fisicas envolvidas
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T Anfes do impacto Tmpacto Pos impacto
Ez=0
EgGravitacional — & —

o = i EGravitacional

Eginstica Ecinética

Epiastica

Fonte: Autoria propria (2018).

ApoGs esses estudos iniciais tinhamos como hipoteses que o melhor formato para a
pedra que seria lancada era achatado, pois quanto maior a area de contato com a superficie da
agua, maior seria a forca de empuxo e de tensdo superficial, o que faria com que a pedra
quicasse. Também pensamos que quanto maior a velocidade do arremesso e o angulo de
arremesso horizontal, maior a probabilidade de a pedra quicar, j& que a cada contato com a
agua, a pedra perde energia e velocidade. A energia dissipada neste contato com a agua gera
as ondas que podem ser observadas. Conforme a velocidade fosse reduzindo, diminuiria as
chances de a pedra quicar, ja que a energia vai se dissipando. Outra hipétese que tinhamos é
que a pedra iria afundar alguns milimetros, provavelmente de forma parabdlica. Também
supunhamos que se soma das “forcas contrarias” ao sentido de lancamento fosse maior que a
forca peso, a pedra iria quicar. Neste ponto do trabalho, haviam muitas davidas em como
calcular o numero de quiques. Na proxima secdo, a modelagem do problema ira ser detalhada,

assim como a fundamentacéo teérica que nos auxiliou a resolver o problema.

MODELAGEM MATEMATICANA EDUCAQAO MATEMATICA

A Modelagem Matematica vem se tornando cada vez mais presente nas atividades de
matematica em sala de aula. Isto se deve por varias formas, entre elas a tentativa de se
distanciar das ‘“‘aulas tradicionais”, baseadas principalmente na resolu¢do e correcdo de
exercicios no quadro pelo professor. Para Bassanezi (1999), “Modelagem Matematica
utilizada com estratégia de ensino-aprendizagem é um dos caminhos a ser seguidos para

tornar-se um curso de matematica, em qualquer nivel, mais atraente e agradavel” (p. 15).
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Desta forma, é importante destacar que se deve ter um olhar sobre a incluséo da
modelagem matematica no curriculo. Barbosa (2004) apresenta cinco argumentos: motivacao,
facilitacdo da aprendizagem, preparacdo para utilizar a matematica em diferentes areas,
desenvolvimento de habilidades gerais de exploracdo e compreensao do papel sociocultural da
matematica.

Destacou-se entao a “Modelagem Matematica como um caminho para a aprendizagem
de matematica” (BASSANEZI, 1999, p. 21). Porém ¢ importante ter ciéncia do que se tem
interesse em modelar e aonde se quer chegar (ter uma previsdo dos caminhos a se tomar, para
que ndo acabe fugindo totalmente do objetivo inicial). Para Bassanezi (1999),

um modelo matemético é um conjunto consistente de equagdes ou
estruturas matematicas, elaborado para corresponder a algum
fendbmeno - este pode ser fisico, bioldgico, social, psicoldgico,
conceitual ou até mesmo um outro modelo matematico (p. 12).

Com o objetivo de, por meio da Modelagem Matematica, resolver a situagéo problema
inicial serdo apresentados na sequéncia o desenvolvimento da atividade e as analises
realizadas. Segundo Almeida, Silva e Vertuan (2012, p.15) uma atividade de Modelagem
Matemaética:

[...] envolve fases relativas ao conjunto de procedimentos necessarios
para configuracdo, estruturacdo e resolugdo de uma situacdo-problema
as quais caracterizamos como: inteiracdo, matematizacdo, resolucéo,
interpretacdo e validag&o.

Na secdo anterior apresentamos a fase da inteiracdo e nas proximas secdes

discutiremos as outras etapas da Modelagem Matematica aplicada ao nosso problema.

DESENVOLVIMENTO DAATIVIDADE DE MODELAGEM MATEMATICA
Primeiramente, conforme ja exposto anteriormente, planejamos calcular a area do
maior circulo formado ao se arremessar uma pedra na agua. Porém, comecamos a pesquisar e
a embasar melhor os conhecimentos e percebemos que havia inumeros outros fatores que
poderiam ser abordados e que deixariam o trabalho mais interessante, como € o caso de fazer
uma pedra quicar na agua. Assim, iniciamos a investigacdo de quais seriam os fatores que
envolveriam essa situacdo, a fim de buscar meios para melhor obtencdo dos resultados. A

partir disso, reconheceu-se que, se a pedra fosse lancada em um lago, seria necessario
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desconsiderar alguns fatores para que tivesse um resultado condizente, como: 0 vento, a
correnteza, a margem do lago, os fatores externos (chuva, vibragdes, peixes, insetos, sujeiras
contidas no lago) que prejudica o percurso da pedra. Dessa forma, o langcamento foi realizado
em uma piscina, até mesmo porque assim poderiamos repetir a experiéncia e a pedra poderia
ser recuperada.

Assim, procuramos langar a pedra o mais horizontalmente possivel com uma
velocidade inicial Vxo para que a componente V4 fosse minima e pudesse ser desprezada nos
calculos.

Durante o desenvolvimento de nosso trabalho, foi encontrado o artigo The physics of
stone skipping publicado na revista Nature, escrito por Lydéric Bocquet, que analisa a mesma
situacdo de quicar uma pedra na dgua. A partir desse momento passamos a estudar o artigo e
relaciona-lo com o que ja se havia deduzido.

O artigo apresenta dois casos, um com uma pedra quadrada e outro com uma pedra
redonda, cita também as principais forcas e energias vinculadas a trajetéria da pedra sobre a
agua, comenta sobre o trabalho realizado pela pessoa com a experiéncia e apresenta uma
estimativa do numero de quiques para uma determinada situacdo. Nele foi encontrado as
equacdes para subsidiar fisica e matematicamente o experimento que se encaixa no caso da
pedra quadrangular. Para tal, primeiramente, realizamos a filmagem de uma pessoa jogando a
pedra em uma piscina, ja que foi desconsiderado algumas variaveis e a piscina comporta tudo
que foi necessario.

Segundo Bocquet (2003) um fator que faria a pedra quicar mais vezes é caso dela ser
arremessada com uma rotacdo. Mas para este estudo, como a piscina era de apenas 8m

aproximadamente, fez-se o lancamento sem causar rotagcdes de forma intencional na pedra.

Figura 2 — Experiéncia realizada
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Fonte: Autoria propria (2018).

Para realizar este experimento utilizou-se uma pedra achatada (Figura 3) e seu formato
foi considerado como quadrangular, para que se pudesse utilizar as formulas desenvolvidas
por Bocquet (2003) no artigo estudado e assim facilitar os calculos.

Figura 3 — Pedra utilizada para realizacdo da experiéncia

Fonte: Autoria prdpria (2018).

Em seguida foi utilizado o software Tracker? no qual inserimos o video gravado para a
experiéncia e através dele observamos claramente a trajetoria tracada pela pedra arremessada,

bem como o grafico dessa trajetéria.

Figura 4 — Trajetoria da pedra

2 Nenhuma das autoras tinha conhecimento algum sobre o software, por isso foi um desafio muito gratificante
guando conseguimos alcancar o resultado apresentado nas figuras 4 e 5.
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Fonte: Software Tracker (2018).

Figura 5 — Gréfico da trajetoria da pedra

massa B (t, y)

Fonte: Software Tracker (2018).

A partir desse grafico, podemos perceber a altura da pedra ¥, em metros, em relacdo &

agua no decorrer do tempo t, em segundos.

2

Temos também que a massa da pedra é aproximadamente 0 gramas, ou seja,

M V.o =5m/s

= 0.02k9 ¢ 5 velocidade inicial estimada em . Também consideramos o

coeficiente de atrito 7 , 0 coeficiente de arrasto C 0 comprimento da borda da pedra

a=31cm=0031m = 1000 kg m~

3
e a densidade de massa da agua Pw . Infelizmente,

ndo conseguimos calcular a velocidade inicial com precisdo. Assim, tivemos que estimar a

>™m/S 5 angulo de inclinagio ? (figura 6) foi obtido

velocidade <0 em aproximadamente
considerando o tridngulo abaixo, no qual a altura em que a pedra foi lancada ¢é

23cm =023 m

aproximadamente , € a distancia da piscina até 0 momento em que a pedra

tocou a agua é 1™,

Figura 6 — Obtencédo do angulo de inclinacéo
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0,23 m

1,00

Fonte: Autoria propria (2018).

2 g = 13°
- . Considerando também o angulo de

1, logo

Assim, obtemos que 9% =
e A B . 10° .

incidéncia aproximadamente a superficie  submersa da  pedra
S.m =403 cm® = 0,000403 m e Ve =V, 0 que nos da V=25 m;’s’ obtemos que a

forca de reacdo devido a agua é dada por:

1 , 1 ,
F = EC:pwV'Sim n+ ECfp“.V‘Sim t

1 . 1 y
F= —-1-1000-5"-0,000403 "+E -1-1000-5°-0,000403 ¢t

F= 50375n+5,03751¢
t mn 0

F=504n+ 504 t, em que

Logo ¢ o vetor ao longo da direcdo da pedra e
Esta forca de reacdo da &gua é aquela que inicialmente

vetor unitario normal a pedra.
acreditdvamos ser a forca de empuxo somada com a forca de atrito e a tenséo superficial.

Outro dado interessante para ser calculado ¢ o maximo de profundidade obtido pela

pedra, que é dado pela formula:
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-

g Wy Voo~
Zmasl = |14 [14+(2222)
Wg g

\
w:=M g=98m/s C= Cycosf —C,sen 8 L&—DZtgﬁ
Em que "o M zen @ ) - f € Vo .

C = Ccost — Cr sen f =cosl13® —sen 13°=0,7494 20,75

Logo, Assim
5 _ 0,75-1000-5%-0,031 Voo _
= = o . = ===t
obtemos "o 2-0,02-0225 64583*3, 0 que nos da "o 254’13. Como o 9 ‘G,

Vo, =V.,-tg B =5-tg 10° = 0,881

obtemos . Assim, a superficie maxima submersa é:

I ¥
_ 5.8 | 254,13 =0,8811%" —
1Z el = ll + 1+ (=) | 0,003621 m

A partir desse dado, podemos conferir o fato da pedra quicar, ja que Bocquet (2003)

afirma que “[...] The rebound condition can be written as |Zmaxl < asen ., seja a

condicdlo para que a pedra quique é Zmael < asen o 4o farg

0,003621 < 0,031-0,2249 = 0,006973 Assim, 0 maximo de profundidade obtido pela

. 0,362 cm

pedra é 3,6 mm

ou seja, aproximadamente

Também podemos calcular a perda de energia durante o processo de colisdo, que é

dada pela formula

Erall
-

Ernil
MV2, = —j F (V.0 dr=—vmf F.(t)dt.
o o

1 ¥
W= oMV}

1
2

Em que Eeott ¢ o tempo de colisdo da pedra com a agua. Porém a equacdo acima é

simplificada durante o artigo. Assim, de acordo com Bocquet (2003):
W=—uMgl
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Cyzen B4Cr cosl 13*4cos13®
_n F _ 387 — o ]
No qual ¥ c 0.75 1599216 o I node ser obtido
) 3 1=V 2;1?:2?1_ [2M zem 8 ) ] = _2-3.1415=ﬂ1236
através da equacdo x0 \ Coya . AsSIM, 254,13 ’ . Logo,

obtemos:

W=-16-002-98-0,1236 = —0,03876

Desse modo, o trabalho realizado pela pessoa que langou a pedra é W= —003876].

Outro ponto interessante que podemos analisar é a velocidade inicial critica Ve , que se
torna um critério para que a pedra quique na agua, ja que a velocidade inicial devera ser
maior. Assim
Veo >V, = \/2pgl

X

Através dos dados obtidos por meio da nossa experiéncia, encontramos a velocidade

V.=+2-16-98-0,1236 = 1,96

critica, ' ou seja, a velocidade minima com que a pedra

1,96 m/s.

deve ser lancada é Observe que a modelagem do nosso problema esta correta, ja

S5m/s 1,96 m/s

que a velocidade inicial de considerada € maior que

Para finalizar a andlise da experiéncia desenvolvida, podemos calcular uma estimativa

para 0 numero de quiques, caso a pedra tivesse sido lancada em um lugar com area mais

o]
p— X
ampla. A formula para calcular a estimativa do niamero de quiques é dada por N 2gul

]

Assim, 0 nUmero maximo de quiques que poderiam ser obtidos nessa experiéncia é

— Y . . ,
Nc T 2981601236 _6J45 Este fato é muito Interessante, poIS nos fornece um ndmero

inteiro de no méximo © quiques para o experimento realizado.
A distancia entre dois quiques também pode ser calculada, e é dada por

AX[N] _ | N

AX, \ N’ em que N

se refere ao n-ésimo salto realizado. A partir do experimento,
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podemos perceber que a distancia entre dois quiques sucessivos € dada pela formula

afvl _ [y N . - . .
AX, 4 1= que esta representada no grafico normalizado da figura 7.

Figura 7 — Distancia entre dois quigues sucessivos

5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 3 5.5 6

—0.5

Fonte: Autoria prdpria (2018).

Relacionando a experiéncia com a teoria, temos que Bassanezi (2004) ressalta que “a
modelagem matematica, em seus Varios aspectos, € um processo que alia teoria e pratica,
motiva seu usuario na procura do entendimento da realidade que o cerca e na busca de meios
para agir sobre ela e transforma-la” (p. 17). Destaca que uma das vantagens do uso da
modelagem é a multidisciplinaridade que ela concede, quebrando assim barreiras que héa entre
disciplinas distintas e aproximando-as de forma que se faca o uso aliado das mesmas em

determinada realizacdo de atividade.

CONSIDERACOES FINAIS

Apbs a realizacdo do experimento e estudo do artigo, pode-se notar a mudanca de
ideia desde o inicio dos estudos. Assim, foi desenvolvido uma tabela, apresentada a seguir,
elencando a maneira como se pensava antes de encontrar o artigo e o que se pode concluir

apos estuda-lo.

Tabela 2 — Analise realizada

PENSAVAMOS CONCLUIMOS

) . Analisar a melhor forma de jogar a pedra
Calcular a érea do circulo. )
em um lago para quicar.

Considerar algumas variaveis como o Considerar volume da pedra, forcas
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local de lancamento da pedra (encosta envolvidas, energia dissipada, o trabalho
do lago ou interior), a tensdo superficial, realizado, a area de superficie submersa.

a equacao da onda, a forga maré-motriz.

R . Lancamento considerado horizontalmente
Angulo de arremesso menor possivel. - .
para facilitar os célculos.

O formato da pedra quadrado para
O formato da pedra redondo. o )
simplificar os célculos.

Coeficientes de atrito e arrasto sdo

) considerados constantes, a forca é
Forca empuxo, forca de atrito e forca da ] - 3
y o . proporcional a superficie submersa e néo
tenséo superficial que mais agiriam )
consideramos a rotacdo da pedra para
sobre a pedra. o ] )
simplificacéo dos célculos, embora isso

influenciasse no nimero de quiques.

Fonte: Autoria prépria (2018).

A partir das analises desenvolvidas no decorrer do trabalho pode-se perceber a
didatica presente intrinsecamente a partir das conversas realizadas por meio das redes sociais
e encontros para estudar a respeito do artigo. Como no inicio ndo se tinha nenhum dado
coerente e embasamento tedrico suficiente a respeito do tema, tivemos que buscar em livros
de fisica e sites informacg6es que nos fornecessem o basico para iniciar o trabalho. E a partir
de investigacdo conseguimos encontrar o0 artigo ja citado anteriormente, porém novamente
tivemos dificuldades para compreendé-lo visto que nenhuma possuia dominio da lingua
inglesa. Contudo, superamos nossas dificuldades e conseguimos realizar o trabalho. Como
ndo tinhamos ferramentas prontas para alcancar o objetivo e precisamos ir em busca das
mesmas, conclui-se que o trabalho se deu através de uma metodologia investigativa, mais
especificamente a modelagem matemaética, visto que os dados analisados sdo reais, 0 tema
estudado foi sugerido e ndo houve um meio pronto para resolver a situacdo-problema.

Através dos célculos realizados, podemos encontrar uma integral que foi simplificada
em uma das férmulas utilizadas e o célculo do seno, cosseno e tangente dos angulos de
incidéncia e inclinacdo por meio da trigonometria. Dessa forma, os conteddos citados podem
ser relacionados com as disciplinas de Calculo Integral e Fundamentos da Matematica 2.
Desta forma, entendemos que no processo de resolucdo da situagdo-problema seguimos,

mesmo que muitas vezes intuitivamente a tendéncia metodolégica Modelagem Matematica.
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Por fim, conclui-se que este trabalho além de proporcionar a oportunidade de estudar e
conhecer outras &reas do conhecimento favorecendo a interdisciplinaridade, representou uma
superacdo de desafios, pois tinhamos pouco embasamento nos contetdos de fisica e inglés e
ndo sabiamos utilizar o software Tracker. Apds realizar a experiéncia, estudar e compreender
a situacédo-problema, percebemos nossa capacidade de superagdo em meio as dificuldades

enfrentadas e como nos mantemos unidas diante dessas situacfes adversas.
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