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O presente artigo trata da discussdo a respeito de um resultado da pesquisa que estou
realizando a nivel de mestrado. A derivada de uma func¢do ¢ apresentada na abordagem
infinitesimal, e analisa-se as justificagdes dadas por um grupo de alunos sobre os
resultados encontrados para a derivada.

A disciplina de Calculo Diferencial e Integral, tradicionalmente, ¢ baseada no
conceito de limite. Nos cursos de graduacdo em Fisica, a situacdo ndo ¢ diferente.
Pesquisas sobre a aprendizagem desse conceito (CORNU, 1983, e.g) mostram a existéncia
de diversos obstaculos epistemoldgicos (BACHELARD, 1983) que surgem nesse processo.
Um desses obstaculos sdo as concepgoes infinitesimais dos alunos. A pesquisa que estou
realizando tem como objetivo saber como alunos do curso de Fisica lidam com essas
concepgdes quando conceitos de Calculo sdo estudados via abordagem infinitesimal,
sabendo que esses alunos estavam regularmente matriculados numa disciplina de Célculo
tradicional.

Para alcangar tal objetivo, a escolha metodoldgica foi por uma abordagem qualitativa
de pesquisa. Segundo Alves-Mazzotti ¢ Gewandsznajder (2001), esse tipo de pesquisa
segue uma tradi¢do compreensiva ou interpretativa. Ela procura retratar a perspectiva dos
sujeitos da pesquisa, ou seja, como reagem as situagdes que estdo sendo focalizadas
(LUDKE; ANDRE, 1986). O procedimento metodoldgico escolhido foi o que Steffe e
Thompson (2000) entendem por experimento de ensino, ou seja, uma seqiiéncia de
episodios de ensino que objetiva a “[...] exploragdo e explicacdo da atividade matematica
dos estudantes™ (Ibid., p. 273). Um grupo de quatro alunos matriculados na disciplina de
Célculo, do curso de graduacdo em Fisica da UNESP/Rio Claro, participaram da pesquisa.
O experimento de ensino consistiu em quatro encontros, onde foram trabalhados assuntos
como derivada de fungdes polinomiais e da funcdo seno, integral definida e o segundo
teorema fundamental do Célculo, segundo a abordagem infinitesimal e apoiados pela
ferramenta zoom do software Corel Draw. Esses encontros ocorreram paralelamente ao
horério da aula regular, porém em uma sala diferente, com computadores, onde o software
estava instalado em uma das maquinas. Apos a realizacdo desse experimento, ocorreram
mais dois encontros com os alunos. No primeiro, os quatro estudantes prepararam uma
apresentagdo a respeito do que haviam trabalhado durante o experimento de ensino. O
segundo encontro foi a apresentagdo para os colegas e a professora responsavel pela
disciplina, no horario de uma aula regular de Célculo. Essa seqiiéncia de encontros foi
pensada tendo como base o método de trabalho utilizado por Sierpinska (1987): a) o
professor trabalha com algum conceito com os alunos; b) os alunos preparam uma
exposicao; c¢) os estudantes apresentam o que prepararam para a classe inteira e para o
professor responsavel.

Em varios dos encontros de Calculo Infinitesimal, o calculo da derivada de funcdes
foi realizado. Segundo a abordagem infinitesimal, a derivada de uma fungdo ¢, por
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trago a resolucdo da derivada da fungao S(t)=—4,9t2 +50.

Atualmente, esse calculo via infinitésimos ¢ rigorosamente aceito pela Matematica.
A teoria que fundamenta tal estudo ¢ a Analise Nao-Standard, cujo criador ¢ Abraham
Robinson, na década de 60. Nos encontros com os alunos, essa legitimagao foi revelada e,
assim, desenvolvemos alguns topicos de Célculo Infinitesimal. Quando trabalhamos com o
calculo de derivadas, sempre solicitava aos alunos que justificassem suas repostas, ou seja,
questionava por que a resposta que encontravam era a derivada da fungdo. E sobre essas
justificativas e concepgdes que os alunos apresentaram ao longo dos encontros que se trata
o0 presente artigo.

Para auxiliar na analise das relagdes entre as concepgoes infinitesimais dos alunos,
trago a noc¢do de concepgoes espontineas de Cornu (1983) e de imagem e definigdo
conceitual de Tall e Vinner (1981). Segundo Cornu, as concepgoes espontineas sao as
idéias, imagens, processos e palavras a respeito de um conceito que ndo sao fruto do ensino
organizado sobre esse conceito. S3o idéias a priori. Refiro-me aqui a ensino organizado,
entendendo que seja o ensino institucionalizado, realizado na escola, na universidade sobre
o assunto. Tais concepcdes fazem parte da imagem conceitual, que €, segundo Tall e
Vinner, a estrutura cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as figuras
mentais, bem como propriedades e processos associados. Quando o estudante usa uma
série de palavras para especificar o conceito ou para explicar sua imagem conceitual
evocada, Tall e Vinner usam o termo defini¢do conceitual para designar essa série de
palavras. Se essa defini¢do for a aceita pela comunidade matematica, ela ¢ uma defini¢do
formal. SO tem sentido falar em uma definicdo ser aceita ou ndo, se considerarmos o
contexto em que ela estd sendo aceita. Nos encontros de Calculo Infinitesimal, a defini¢ao
de infinitésimo e de derivada apresentadas por mim foram, respectivamente, nimero
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menor que qualquer real positivo e a parte real do quociente infinitesimal 2 Nos
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encontros, essas foram as definicdes formais. Nao tinha sentido, pensando em um curso de
Calculo, apresentar as definicdes segundo ultrafiltros e classes de equivaléncia, pois o
objetivo dos encontros ndo era o de formalizar os conceitos. Esse objetivo ¢ de um curso
de Analise.

Tentando justificar a resposta que obtiveram para a derivada das fungdes, os alunos
apresentaram algumas concepgdes nos primeiros encontros. Algumas dessas idéias sao as
seguintes: “isso é por causa que dx é um numero tdo pequeno que da para aproximar para
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zero”, “porque ela [a parte infinitesimal] é tdo pequena que posso despreza-la”, “no
conjunto dos reais [0 infinitésimo] ndo é nada”, “porque quero so a parte real”. Segundo
a definicdo de derivada, ela ¢ a parte real. Os alunos também viram, através do ensino
organizado realizado nos encontros, que um infinitésimo (dxou-4,9dt) no conjunto dos
numeros reais nao vale nada ou ndo existe. Portanto, as duas ltimas justificativas estdo

ligadas a defini¢ao formal de derivada.



As duas primeiras respostas remetem a idéias evocadas pelos alunos quando, no
primeiro encontro, foram perguntados sobre suas concepcdes a respeito de infinitésimo.
Mais especificamente, perguntei: vocés ja ouviram falar em infinitésimo? Vocés lembram
de alguma palavra, frase ou figura que esteja relacionada com infinitésimo? As respostas
dos alunos indicaram que ndo haviam passado por nenhum ensino organizado a respeito do
conceito infinitésimo, caracterizando-se, entdo, como concep¢oes espontdneas
infinitesimais. Duas delas sdo as seguintes: “pontos infinitamente pequenos”, “pontos
muito pequenos, que podem ser despreziveis em alguns cdlculos”. As imagens de
infinitésimo como sendo algo muito pequeno e que pode ser desprezado foram evocadas
por alguns alunos para justificar o resultado da derivada. Essas justificagdes mostram o
aparecimento das concepgdes espontaneas, mesmo depois de um ensino organizado sobre
derivada e infinitésimo. Segundo a teoria apresentada por Tall e Vinner (1981), as
defini¢des, formais ou nao, fazem parte da imagem conceitual. Porém, para facilitar o
entendimento sobre as relagdes entre as concepcdes apresentadas pelos alunos, fago a
distingdo entre a origem dessas concepcdes. Quando a resposta ndo for formal, digo que
essa veio da imagem conceitual. Afirmo que a resposta veio da definicdo formal, quando
for relacionada a teoria matematica apresentada nos encontros. Assim, nas duas primeiras
justificacdes, os alunos argumentaram segundo a imagem conceitual de infinitésimo e, nas
ultimas o argumento utilizado teve origem nas defini¢des formais apresentadas nos
encontros.

No ultimo encontro, os alunos apresentaram o calculo da derivada da funcdo

S(t)=—4,9t2+50. Eles utilizaram as mesmas justificagdes anteriormente citadas, e ainda

outras: 1) “porque eles sdo infinitamente pequenos nao vdo influenciar tanto o resultado”,
2) “E definido assim. Vocé pega a parte real. Vocé nio desconsidera [o infinitésimo],
porque os numeros reais também estdo nos hiper-reais. Vocé so esta pegando a parte
real”. Nessa ultima, o aluno deixa claro que a justificativa ¢ simplesmente porque a
definicdo diz isso. Refor¢a que ndo ¢ uma questdo de desconsiderar ou desprezar. O
infinitésimo ndo ¢ desconsiderado no calculo. Ele existe e “é muito importante, tanto que
tem até um conjunto especial para ele, que sdo os hiper-reais”, legitimando seu uso. O
“desprezar” foi utilizado pelos alunos com dois sentidos. Um deles estd ligado as
concepgdes espontaneas: infinitésimo ¢ muito pequeno, pode ser desprezivel. O outro foi
usado no sentido de ndo considerar a existéncia dos infinitésimos, e foi evocado ligado a
uma concepc¢ado relacionada as definigdes formais. O aluno que apresentou a justificativa
2), foi o Gnico que em todos os encontros recorreu a defini¢ao formal para sustentar suas
respostas. Com excegdo desse aluno, no encontro de apresentagdo, as justificativas
baseadas na imagem conceitual foram preponderantes.

Os alunos tinham a preocupacao de fazer com que seus colegas entendessem o que
estavam falando. Essa preocupacao podia ser notada no encontro de preparacao. Parece
que ndo bastava apenas apresentar a defini¢do formal como justificativa para a derivada ser
calculada daquela forma. Eles sentiram a necessidade de explicar por que a derivada era
assim definida: “tem que explicar por que a gente pega a parte real”. Tendo em vista essa
necessidade, fica justificado o grande uso da imagem conceitual. Ela serve para dar apoio
ao aluno. Na imagem, encontram-se todas as concepgdes que o aluno incorporou. Sobre o
que esta na imagem conceitual, o aluno sabe falar, pois ¢ o que ele construiu.

Mas, entdo, para calcular a derivada, tanto faz pegar a parte real quanto desprezar os
infinitésimos? Na maioria das vezes, pensando no primeiro caminho ou no segundo,
chegamos ao mesmo resultado. Existem situagdes, porém, que o quociente infinitesimal ¢
zero. Se pegarmos a parte real, a derivada ¢ zero. Se pensarmos, no entanto, em desprezar



o infinitésimo, ndo podemos tomar zero como a derivada, pois zero é um infinitésimo’.
Quando a resposta vem da imagem conceitual pode ocorrer tal situagdo. Pedagogicamente
falando, portanto, tem diferenca entre pegar e desprezar. E importante que o professor
saiba de onde vem a resposta do aluno. Ver se ele esta fazendo operar sua imagem
conceitual ou a definicdo formal. Em muitos casos, usar uma imagem contraditéria com a
definicdo formal pode levar a conflitos, como na situacdo acima, podendo indicar a
existéncia de um obstaculo epistemologico, muitas vezes causados pelas concepgdes
espontaneas dos alunos. Esses conflitos sdo importantes para o processo de aprendizagem.
Eles podem levar a uma reestruturacao da imagem conceitual do aluno, significando a
superacao de um obstaculo.

O calculo de derivadas via infinitésimos ¢ legitimado pela Matematica. O mesmo nao
ocorre por muitos professores. Por que os infinitésimos ndo sdo tratados como
conhecimento legitimo em sala de aula? O que percebo ¢ que ao falar em infinitésimo,
geralmente, remete-se a Andlise Ndo-Standard. Portanto, pensa-se: como trabalhar com
ultrafiltro e axioma da escolha? Isso é um absurdo! Ndo funciona! A questao que nao ¢
considerada ¢ que em um curso de Calculo, ou melhor, em um curso de Calculo para
alunos de Fisica, o objetivo ndo ¢ formalizar os conceitos. Esse ¢ um objetivo das
disciplinas de Anélise, seja ela Standard ou Nao-Standard. O objetivo de uma disciplina de
Célculo, a0 meu ver, ¢ trabalhar com as concepgdes dos alunos e tratar intuitivamente os
conceitos, aplica-los as diversas areas em que podem ser uteis para a resolucdo de
problemas. E isso que muitos professores nio compreendem ou nio querem compreender.
A conseqiiéncia dessa concepgdo ¢ que a teoria do limite acaba se constituindo em um
obstaculo epistemologico ao Célculo Infinitesimal. Obstaculo ndo para os alunos, mas sim
para esses professores.
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3 Zero é um namero menor que qualquer real positivo, portanto ¢ infinitésimo.



